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1 Introducao

A equacéo de logistica é uma importante equacao diferencial nao linear, cri-
ada por Pierre Frangois Verhulst, em 1838, com aplicabilidade inicial em modelos
populacionais com recursos limitados. Definida por

N'(t) = EN(t)(Nmax — N(t)),

onde N(t) e N'(t) representam, respectivamente, a populacdo total e a taxa de
variagdo do crescimento populacional em um dado instante ¢, Nnax € a capaci-
dade de suporte de determinada populacao, em outros termos, € o numero de
crescimento maximo de uma populacao e k£ € uma constante de proporcionali-
dade. Tal equagédo é uma das poucas equacgdes diferenciais néo lineares que
admite solucéo explicita, podendo ser obtida pelo método de separacdo de va-
riaveis:
_ Nmax

1+ <—Nm3XVgN°> et

em que N(0) = Ny. A solugéo acima é conhecida como fung¢éo de logistica, com
curva sigmoide (em formato de s). Além de sua aplicacao em Ecologia, ela pos-
sui muitas outras aplicabilidades. Por exemplo, na medicina ela tem sido usada
para modelar crescimento de tumores e aplicada em modelos de crescimento
logistico envolvendo dados da COVID-19. Como exemplo dessas aplicacdes, ci-
tamos os artigos (FORYS; MARCINIAK-CZOCHRA, 2003) e (SHEN, 2020), o pri-
meiro aborda varias possibilidades de modelagem de crescimento tumoral com
base na equacéao de logistica e 0 segundo examina a aplicabilidade do modelo de
crescimento logistico, com implicacdes para o estudo da pandemia de COVID-19
e outras doencas infecciosas.

O Célculo Fracionario € o ramo da matematica que estuda integrais e deriva-
das de ordem arbitrarias. A sua origem se deu a partir da troca de correspon-
déndias, em 1695, entre os matematicos Leibniz, o invetor da notagao d"y/dz", e
L'Hépital. Este questionou a Leibniz sobre a derivada de ordem n = 1/2, que res-
pondeu profeticamente que este é um aparente paradoxo do qual, um dia, seriam
tiradas consequéncias uteis. Desde entéo, varios matematicos contribuiram para
o desenvolvimento do Calculo Fracionério, dentre eles estdo Euler, Laplace, La-
croix, Fourier e Abel. Para mais detalhes sobre a origem do Calculo Fracionario,
consultar (MILLER; ROSS, |1993). Atualmente, o Célculo Fracionario € uma area
em crescimento e vem despertando o interesse de varios pesquisadores. Como
exemplo desse crescimneto, citamos o Il Simpédsio Brasileiro de Calculo Fraci-
onario, que ocorreu no presente ano e reuniu varios especialistas de diferentes
areas, Fisica, Engenharia, Medicina, Equacdes Diferenciais e Analise Aplicada,
gue apresentaram topicos importantes de pesquisa atual e problemas em aberto
envolvendo o Calculo Fracionario. Para mais informacdes sobre esse simpdosio,
ver (SBMAC, 2022).

A equacdo de logistica fracionaria, leva esse nome devido ao uso da derivada
fracionaria em sua equacao, em comparagao com a equacao de logistica. Estu-
dos mostram que a introducao da derivada fracionaria em modelos matematicos
trazem resultados mais préximos da realidade. Por exemplo, seguindo uma abor-
dagem fracionéria, o artigo (VALENTIM et al., 2020) deriva solucdes analiticas

N(t) t>0
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para cinco modelos de crescimento tumoral, dentre eles estd um modelo logis-
tico fracionario. Em termos de previsao de crescimento tumoral, os resultados
desse artigo indicam que os modelos fracionarios ndo apenas apresentam me-
lhor desempenho, mas também revelam caracteristicas interessantes a serem
exploradas.

Tendo em vista a importancia da equacao de logistica fracionaria, nos senti-
mos motivados a estuda-la. Neste trabalho, estudamos e fizemos a analise de-
talhada dos argumentos matematicos do artigo (AREA; LOSADA; NIETO, |2016),
artigo principal do objetivo da Iniciagcdo Cientifica, com o intuito de provar a falibi-
lidade da conjectura de (WEST, [2015) para a equacéo de logistica fracionéaria. A
equacao de logistica fracionaria abordada por (AREA; LOSADA; NIETO, 2016)
envolve a derivada de Caputo e € definida por:

“Du(t) = k*u(t)(1 —u(t)), t>0, 0<a<l.

com u(t) = N(t)/Nmax-

Visando argumentar formalmente cada etapa do artigo (AREA; LOSADA; NI-
ETO, 2016), trouxemos um estudo sobre resultados basicos da convergéncia
uniforme de sequéncias de fungdes, integrais a um parametro e fungdes conve-
xas, com base em (LIMA| 2014b), (ARTIN, [1964), (EIDAM, 2020) e (OLIVEIRA,
2015) e, com esses resultados, demonstramos propriedades da Funcao Gama
de Euler, continuidade, diferenciabilidade, convexidade e monotonicidade. Além
da Funcdo Gama, estudamos, com menor énfase, as funcées Beta de Euler,
o simbolo de Pochhaammer e a fungcdo de Mittag-Leffler. Por fim, trouxemos
um estudo sobre os elementos basicos do Calculo Fracionario com o auxilio de
(CARDOSO, 2017-2018).

2 Objetivos

Estudar e se familiarizar com os elementos basicos do Calculo Fracionario
por meio de (CARDOSO, 2017-2018). Ademais, conhecer as propriedades da
Funcdo Gama, continuidade, diferenciabilidade, convexidade e monotonicidade.
Ainda, estudar a equacéao de logistica fracionaria e entender as motiva¢des do
uso da derivada fracionaria na equacgéao de logistica. Especialmente, desejamos
utilizar o conhecimento obtido para analisar os argumentos de (AREA; LOSADA,;
NIETO, 2016) para mostrar a falha da conjectura de (WEST), 2015).

3 Metodologia

A metodologia, do ponto de vista operacional, consistiu no desenvolvimento
tedrico com auxilio de bibliografia relevante da Analise Matematica e do Calculo
Fracionario. Através de reunides semanais com o orientador, presencialmente
ou remotamente, fizemos o afericdo da evolucédo da estudante e os ajustes ne-
cessarios na direcao do objetivo do Plano de Trabalho.

Do ponto de vista matematico, a estudante buscou se familiarizar com os
elementos basicos do Calculo Fracionario através de (CARDOSO, 2017-2018).
Ao atacar o artigo principal do objetivo da Iniciacdo Cientifica, (AREA; LOSADA;
NIETO, [2016), se deparou com a necessidade de conhecer propriedades da



Fungdo Gama, o que acarretou em um estudo dos resultados basicos da conver-
géncia uniforme de sequéncias de funcdes, integrais a um parametro e funcdes
convexas. Para mostrar a falibilidade da conjectura de (WEST], 2015), seguimos
o caminho de (AREA; LOSADA; NIETO, 2016), escrevendo a fungédo de Mittag-
Leffler como uma série e derivando, dentro do que a teoria de fun¢des analiticas
nos permite. Neste ponto, fizemos a andlise detalhada dos argumentos matema-
ticos do ultimo artigo.

4 Resultados

Analisamos os argumentos de (AREA; LOSADA; NIETO, 2016) para mostrar
a falha da conjectura de (WEST], [2015). Essa conjectura sugere que a equacao
de logistica fracionéaria

CDu(t) = ku(t)(1 —u(t)), t>0, 0<a<l, (4.1)

pode ter uma solugéo explicita com a forma

o) . 1 n
u(t) = Ea — k™ ’ ¢ Z 0. 4.0
) nZ:% K Uo ) ( )] (4.2)

Sea=1em (@.2) e |25 <1, [4.2) é solugdo de (4.1), pois
u(t) = i Uo — 1 ' FE (—nk:t) = i uo——l ! okt j=n+1 i Uy — 1 i-1

B Ug ! n Ug o 4 uoekt
n=0 =0 =
1 kt
= u(t) = - o€ Ug

1-— Zg;i  ugekt — (uo — 1) - up + (1 — ug)eht’

Isto é, coincide com a solucao classica da equacgao de logistica ordinaria.

O objetivo do artigo (AREA; LOSADA; NIETO, 2016) é mostrar, por meio de
uma prova por contradicédo, que a funcao ndo é uma solucdo exata para a
equagdo (4.1). Paraisso, (AREA; LOSADA; NIETO,[2016) supde que é uma
solugéo para e, por meio de argumentos baseados no Calculo Fracionario e
em propriedades da fungéo de Mittag-Leffler e da fungdo Gama de Euler, conclui
que « = 1, contradizendo a hip6tese de que 0 < a < 1.

A proposicao a seguir € relativa a Proposicéo 2.3 do artigo (AREA; LOSADA;
NIETO, [2016).

Proposicao 4.1. Sgja0 < a < 1. A identidade
Eo(—2k°tY) = Eo(—k“t*)Eqo(—k“t%) (4.3)
é valida se e somente se o = 1.

Em sua prova, detectamos um erro na demonstragao da implicagao:

I'2a+1) 1 N )
—— - =-—=a=1
AN(a+1)2 2
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Para a sua prova, Area, Losada e Nieto (2016) segue 0 seguinte raciocinio:
se 0 < a<1,entao

I2a+1) <T'(3) =2e4l(a+1)* > 4I'(1)* = 4.

Ou seja,
I'2a+1) 2 1
l<a<l=s — 5 < - =,
“ T(a+1)2 -4 2
A partir dai concluem que « = 1. No entanto, hd um equivoco na afirmacéao: se
0 < a<1,entédo

AT (o +1)% > 4T(1)? = 4. (4.4)

Para argumentar matematicamente esse equivoco, houve a necessidade de
conhecermos o comportamento da funcdo Gama de Euler, para isso mostramos
0 seguinte teorema:

Teorema 4.1. Segjaz > 0. A fungdo I' é continua, diferenciavel com

F’(Z):/ In(t)t* e tdt
0

estritamente crescente. Além disso, I' é estritamente convexa. Com esses resul-
tados, pode-se concluir que existe x, € (1,2) ponto critico de T', tal que:

e x> 19 = I écrescente;
e 1 < xg = I decrescente.

Demonstragdo. Faremos uma breve discussédo das ferramentas utilizadas para
demonstrar esse teorema. Para maiores detalhes, ver a Sec¢édo 2 do texto em
anexo.

Tanto para a continuidade como para a diferenciabilidade, dividimos a prova
em dois casos: z > 1 e z € (0,1]. No caso z > 1, para a continuidade, utilizamos
o Teorema 2 do capitulo 7 de (LIMA, 2014b), para garantir que, mostrando que
dado uma sequéncia x,, > 1, tal que

lim z, = xo = lim I'(z,) = I'(x),

n—o0 n—o0

temos a continuidade da fungcdo Gama. Para a diferenciabilidade, utilizamos
o teorema a seguir, referente ao Teorema 1.9 do texto em anexo, uma versao
modificada do Teorema 7 de (OLIVEIRA, [2015).

Teorema 4.2. Seja zo > 1. Considere [ : (1,00) x [0,00) — R continua, com
f= continua em (1,00) x [0,00). Também, suponha que para cada x > 1, as
fungbes y — f(z,y) ey — f.(x,y) So integraveis. Ou seja, as integrais a um
pardmetro

g(r) = /OOO fo(z,y)dy

Gz) = / " f e y)dy
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convergem para todo x € (1,00). Além disso, suponha que g converge uniforme-
mente em intervalos compactos de (1,c0) contendo x,, digamos |a,b|. Entdo, G
é derivavel em [a,b] e

G'(z) =g(z), Vz € la,b)].

Demonstragco. Ver o Teorema 1.11 do texto em anexo. O

Para o caso = € (0, 1], aplicamos a Propriedade [4.1]da Fungdo Gama, (enun-
ciada mais adiante nesta secao) para escrever
['(z) = M, z > 0.
z
Aplicamos os resultados anteriores para I'(z + 1) e concluimos a continuidade e
a diferenciabilidade da funcao Gama. Para obter, neste caso, a expressao para
a derivada, utilizamos integracao por partes na identidade anterior.

Com a expressao para a derivada, mostramos que ela é estritamente cres-
cente. Dai, para demonstrar que a funcdo Gama é estritamente convexa, utili-
zamos a Proposicad 1.4 do texto em anexo, que garante que "IV estritamente
crescente = I estritamente convexa".

Os resultados acima foram de suma importancia para concluir a monotonici-
dade da funcdo Gama. Usamos o Teorema de Rolle para mostrar a existéncia
de 2 € (1,2) tal que I"(xy) = 0. Ainda, pelo Corolario 1 do capitulo 9 de (LIMA,
2014b), que afirma que todo ponto critico de uma funcdo convexa é um ponto de
minimo absoluto, concluimos que z, € ponto de minimo absoluto. Assim, pela
proxima proposicao, relativa a Proposi¢cao 1.8 do texto em anexo, conluimos a
estudo da monotonicidade da funcdo Gama.

Proposicao 4.2. Seja f : I € R — R uma fungio estritamente convexa. Se
xo € I € um ponto de minimo absoluto, entdo para x > x, a fungdo f € crescente.
Por outro lado, para = < xq, f € decrescente.

Demonstracdo. Consultar a Proposicao 1.8 do texto em anexo.
O

Com o resultado anterior, pudemos argumentar que a desigualdade (4.4) nao
€ verdadeira se 0 < a < 1, tendo em vista que

ae(0,)=1l<a+l<2.

Além disso, pelo Teorema [4.1] existe z, € (1,2), tal que I" é crescente a direita
de x, e descrescente a esquerda de . Assim,

ro € (La+1),20 € (a+1,2)ouxg=a+1e€(1,2).

Donde segue que,

o o€ (l,a+1): o 1p€ (a+1,2): o rp=a+1€e(1,2):
To<a+1<?2 l<a+1<x a+1<2

= Da+1)<T(2) = I'(l)>T(a+1) = TI(a+1) <I(2)

= I(a+1)<1 = TI(a+1)<1 = Ila+1)<1



Portanto, dos itens acima podemos concluir que
Lla+1)<1=4T(a+1)* < 4. (4.5)

Corrigimos essa demonstracao utilizando as seguintes propriedades das fun-
coes Gama e Beta:

Propriedade 4.1. Para todo > > 0 é verdade que
I'(z+1) ==2I(2).
Demonstragéo. Ver a Propriedade 2.1 do Anexo Relatério Final. O

Propriedade 4.2. Para x,y > 0, valem

B@*‘L@/)Z(%ﬂ) B(z,y) e B(x,y+1):<

Demonstracdo. Com efeito, observe que

)B(w,y)

r+y

Bt 1) = (S ) Blea) & @+ nBlt L) =oBl)
& z(B(z+1,y) — B(z,y)) = —yB(z + 1,y)
Como, pela Propriedade 3.1 do texto em anexo, B(z+1,y) — B(z,y) = —B(z,y+
1), segue

Blz+1,y) = (#ﬂ) Blz,y) < 2(B(x+1,y)— Blz,y)) = —yB(z +1,y)

& —azB(ry+1)=—yBx+1,y)
& aB(z,y+1) =yBz+1,y).

Além disso, note que, considerando a substituicéo

u = sY dv = z(1 — s)*"tds
du = ys¥~ds v=—(1-9)",

por integracéo por partes,
1
B(z,y+1) = / z(1 —5)* " ts¥ds
0

L 1
= —s'(1—9)" ; + y/ (1—5)"s¥"'ds
0

= 0+yB(z+1,y).

Logo, zB(z,y + 1) = yB(z + 1,y). Portanto, por equivaléncias, vale a igualdade

T
Bx+1,y)={——| B(z,y).
w1 = (55 ) Bl
De modo andlogo, mostra-se que

Blz,y+1) = (L> Bla,y).

r+y



A seguir segue a nova demonstragao da Proposi¢ao [4.1]

Demonstragéo. Pela definicdo da fungcédo de Mittag-Leffler,

Ea(—QkatQ) = Z m, t Z O (46)

Por outro lado,

Eo(—kt®)Eq(—kot®) = (; %) (Z:; %) . (4.7)

Lembrando que, dados as séries " ¢, e >, d,, 0 produto de Cauchy dessas
séries é definido como

<i cn> <i dn) = i €,, COMe, = icjdn_j. (4.8)
n=0 n=0 n=0 7=0

Segue que, pela definicdo acima,

kata) (_kata>n—j

Eo(—k"t*) Eo(—k"t%) = (aj + )T ((n—ja+1)

:Mg

M

& (—koto)™
«I(aj+ DI((n—jla+1)

[
NE

n=0 j=
o = I(aj+DI'((n—j)a+1)
_ i(—%%a)n En: B S .
ot = F(aj+DI((n—j)a+1)
Entao, podemos reescrever (4.7) como
Eo (k") Eo(—k°t) = ) (—2k°t")"b, (4.9)
n=0
onde
n 27,”/
b, = : (4.10)

— I'(ej + DI((n — j)a+1)
Sendo assim, de (4.6) e (4.9), segue que

o0 o0

—2kto)n
Eo(—2k°t") = Eo(—k“t*) Eq(—k*t* § = (—2k"1*)"b,, (4.11
o (—2K%t7) o (—KY) By (—kYt%) @n Tia 1) 70( E“t*) by, ( )
com b,, dado em (4.10).



Vamos mostrar que

oo o0

Z Ziafln D (261", & a =1

n= n=0

e concluiremos que a identidade (4.3) é valida se e somente se a« = 1. Com
efeito,

(=) Suponhamos que
- (_2katoz)n o OO _ 9L.oza\n
;F(na+1) _;( 2R7E)"bn

com b, dado em (4.10). Entdo, por igualdade de séries de poténcias, 0s
coeficientes das séries acima devem ser iguais, isto &,

1

Em particular, para o caso n = 2, devemos ter que
1
b = T(2a+1)
Observando que,
Ly !
22 = T(aj + DI((2 - ja +1)
1 1 N 1 N 1
o 4A\Ir()rRa+1) T(a+Dl(a+1) TRa+1)I(1)
1 2 1
4 \T(2a+1) T(a+1)2)’
obtemos
1 2 .1 1
4\T(2a+1) T(a+1)2) T(2a+1)
[2a+1) 1 (4.13)

= = .
AC(+1)2 2

Afirmamos que se a igualdade (4.13) é valida entdo o« = 1. Com efeito, de
(4.13) e pela Propriedade [4.1] temos as seguintes equivaléncias,

[2a+1) 1 2al'(2a) 1
AN(a+1)2 2 4ol (@)T(a+1) 2
I'(2a)

T(a)(a+1)

& I'(2a) =T(a)'(a+1). (4.14)
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Suponha que I'(2a) = I'(a)I'(a+ 1) e a € (0,1). Note que, pelas proprieda-
des[4.1]e[4.2] temos
IFNa)lNa+1) = I'2a+1)B(a,a+1)

= 2al'(2a) <%B(a, 04))

= al'(2a)B(a, a).
Logo, de (4.14), chegamos que
aB(a,a) = 1. (4.15)
No entanto, aB(«, «) > 1. De fato, veja que

I<a<l=-1l1<a—-1<0

I<s<l=—-1<—-s<0=20<1—-5s<1

Ainda,
—-1l<a—-1<0 e 0O<l-s<1

=(1-5)*1t>1-5)"=1
Dai, como s*~' > 0, temos
as® (1 —s8)*"t > as*
Logo,
1 1
aB(a,a) = a/ 52711 —s)* tds > a/ s tds = 1.
0 0
= aB(o,a) > 1.

Contradigao! Pois, por (4.15), aB(«a, a) = 1. Portanto, se a identidade (4.3)
é valida, entédo o = 1.

(<) Supondo « = 1, vamos mostrar que
Eo(—2k%t") = Eo(—k“t*) Eo(—kt%).

Vimos que, para o = 1, a funcdo de Mittag-Leffler coincide com a funcgéo
exponencial. Assim,

6_2kt = B_kte_kt = El(—th) = El(—kt)El(—k‘t)
O
O Lema abaixo é referente ao Lema 2.1 de (AREA; LOSADA; NIETO, [2016).

Lema 4.1. Se a fungdo dada por (/.4) é uma solugdo exata da equagéo de
logistica fracionaria (7.1) de ordem «; 0 < a < 1, entdo para todon € N U {0}
temos que

(n+1)E,(—nk®s®) ZE (n — j)kt®) Bo(— k). (4.16)

11



Na demonstracéo do Lema acima, Area, Losada e Nieto (2016) afirmam que
da seguinte igualdade

oo Z (Uou; 1>n (Ea(—nko‘ta) — Eo(—jk“t*)Eq(—(n — j)kata>> )

n=0

pode-se concluir que

(n+ 1) Eo(—nk®t*) =3 Eo(—(n — j)k*t*) Ea(—jk*t®).

=0

Mas, em geral, essa conclusdo néo € valida, por exemplo,

T T 1 T
_ 1_m 4.17
> 53" © 226 (4.17)

No entanto, os termos gerais dessas séries sao distintos.

Esse resultado seria verdadeiro se pudéssemos aplicar os teoremas de igual-
dades de séries de poténcias. No entanto, para usa-los, deve-se supor que a
igualdade vale, para todo u, em algum intervalo. Porém a condi¢&o inicial esta
fixa e isso nos da a igualdade de uma série numérica, onde a implicacao nao
vale. De fato, se, por exemplo, tomamos u, = 2 € as sequéncias (a,)nen € (by)nen
dadas por ag = 1,a1 = 2,by = 2,b; =0, € a, = b, = 1, paran > 2. Entdo

I )

n=0

Ou seja, a implicacao

5 (uou—l)"an S <uou— 1)”bn o
0 0

n=0 n=0

falha. Visto que, a primeira igualdade vale sem que a segunda seja verdadeira.

Uma solugao seria considerar ug — u(uo, t), dada pela série (4.2), analitica na
primeira variavel em um intervalo J em (1, c0). Desse modo, estariamos conside-
rando u, > 1 como uma variavel. Assim, ao invés de supor, por contradi¢cao, que
para uy, condigdo inicial fixa, é solugdo de (4.1), supomos, por contradigao,
gue para u, variando em J, é solugdo de (4.1). Negando essa afirmagéo, o
resultado do artigo seria:

Teorema 4.3. Dado u, > 1, considere um intervalo J C (1, c0), contendo u,, para
o qual a aplicagao uy — u(ug,t), dada pela série (4.2), é analitica na primeira
variavel. Entao, nem toda solugdo de com condigao inicial em J é da forma
(4.2). Ou seja, existe u, € J, tal que néo é solugado de com condigcdo
inicial em 1.
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5 Discussoes

A motivacao para o estudo do comportamento da funcdo Gama surgiu ao
atacarmos o artigo (AREA; LOSADA; NIETO, [2016), de modo mais preciso, a
prova da Proposicdo 2.3. Além desse estudo, mostramos no texto em anexo,
com formalidade matematica, o Teorema 1.5 de (ARTIN, 1964), que traz uma ca-
racterizacao de fungdes continuas e convexas, que nos possibilitou mostarmos
a convexidade da funcdo Gama. Nos motivamos a demonstra-lo devido a escas-
sez de material escrito que contenha a prova dessa caracterizacdo, bem como
a justificativa de seus pré-requisitos, a Indugdo de Cauchy e a generalizacao da

desigualdade
F <a+b> < f(a) +f(b)'
2 2
No tocante ao artigo (AREA; LOSADA; NIETO, 2016), detectamos que houve
uma falha na demonstracdo da Proposicdo 2.3. Mais precisamente, esse equi-
voco esta na seguinte afirmacado: se 0 < a < 1, entao

4T (a4 1) > 4I(1)% = 4.

Neste ponto, o estudo da monotonicidade da funcao Gama foi essencial para
argumentarmos, com formalidade matematica, que a afirmacgao correta seria: se
0 < a<1,entdo

4T(a+1)* < 4I(1)* = 4,
com a desigualdade invertida. Corrigimos essa demonstracao utilizando as Pro-
priedades e das fungdes Gama e Beta, respectivamente. Para tal finali-
dade, percebemos que, se 0 < a < 1 e aigualdade

[2a+1) 1

AT(a+1)2 2
é vélida, entdo aB(«a,a) = 1. Uma contradicdo, uma vez que, para « € (0,1),
temos que aB(a, a) > 1.

Sobre o Lema 2.1 do mesmo artigo, vimos na se¢ao anterior, por meio de um
exemplo, que a conclusao

( aoo up — 1\" e
—k Z( Ouo > nE,(—nk“t®) =

n=0

o Z (Uo - 1)n (Ea(—n/{:ata) — Eo(—jk“t*)Eo(—(n — j)kata)) (5.1)

u
n=0 0 =0

= (n+ 1)E,(—nkt") = Eo(—(n — 7)k“t*)Eo(—jk“t*)
. j=0
nao é vdlida se considerarmos a condicao inicial ug fixa. No entanto, tal argumen-
tacdo pode ser justificada, se considerarmos ug — u(uo, t), dada pela série (4.2),
analitica na primeira variavel em um intervalo J em (1, o). Ou seja, agora uy > 1
€ uma variavel e conseguimos usar os teoremas sobre igualdade de séries de
poténcias. Mas fazendo isso o resultado principal do artigo deixaria de ser
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"para qualquer condicao inicial u, fixa, (4.2) nao é solucao de (4.1)"

e passaria a ser o Teorema[4.3]
Talvez poderiamos concluir do resultado acima que

"toda solucao de (4.1) com condi¢ao inicial em J ndo é da forma (4.2)".

Para provéa-lo, pensamos no seguinte raciocinio, ainda sem conclusdo. Suponha,
por contradigdo, que existe u € J, tal que (4.1) com condig&o inicial em wg € da
forma (4.2). Defina o conjunto

J = {uy > 1/(@.2) ndo é solugdo de (4.1) com condigao inicial em i} .

Afirmamos que J' € denso em J. De fato, dado w; > 1 em J, existe J,; C (1, ),
contendo uj,, para o qual uf — u(uy,t), dada pela série (4.2), é analitica na
primeira variavel mas, existe u, € J,;, tal que (4.2) néo € solugéo de (4.1) com
condi¢&o inicial em %, ou seja, uy € J'. De outra forma, dado u;, € J, existe uma
vizinhanga J,, de uj tal que J,, N.J' # 0.

6 Conclusoes

Estudamos e nos familiarizamos com os elementos basicos do Calculo Fra-
cionario. Também, trouxemos um estudo sobre convergéncia pontual e uniforme
de sequéncias de fungdes, integrais a um parametro e funcées convexas. Além
disso, estudamos as fun¢des Gama e Beta de Euler e a fungdo de Mittag Lef-
fler, funcdes essenciais no estudo do Célculo Fracioario. Ainda, provamos que
a funcdo Gama de Euler é continua, diferenciavel, convexa e estudamos a sua
monotonicidade.

Entendemos que a motivacao para a introducdo da derivada fracionaria na
equacao de logistica, surgiu devido ao fato de que estudos mostram que a intro-
ducdo da derivada fracionaria em modelos matematicos trazem resultados me-
lhores e mais aproximados da realidade.

Com respeito ao artigo (AREA; LOSADA; NIETO, |2016), expomos, detalha-
mos e analisamos 0s seus resultados e as suas respectivas demonstragdes.
Notamos, mediante ao estudo da monotonicidade da fungdo Gama de Euler, que
houve uma falha na prova da Proposicéo 2.3, na afirmacao: se 0 < a < 1, entdo

4T (a4 1) > 4I(1)% = 4.

Corrigimos essa demonstragéo fazendo o uso das Propriedades e das
funcbes Gama e Beta, respectivamente. Com relacdo ao Lema 2.1 do mesmo
artigo, observamos, por meio do exemplo visto em (4.17), que a conclusao
nao é valida em geral. Ademais, vimos que para u, condigao inicial fixa, a con-
cluséo também n&o é valida, pois neste caso teriamos uma série numerica,
onde a implicagcdo nao vale. Para ver isso, demos um exemplo considerando
uy = 2 e as sequéncias (a,)nen € (by)ney dadas porag = 1,41 = 2,0y = 2,0 =0, €
a, = b, =1, paran > 2. Por fim, argumentamos que, considerando ug — u(ug, t),
dada pela série (4.2), analitica na primeira variavel em um intervalo J em (1, o),
€ possivel utilizar os teoremas de igualdade de séries de poténcias. Mas o resul-
tado geral do artigo enfraquece, visto que deixa de ser
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"para qualquer condicao inicial u, fixa, (4.2) nao é solucao de (4.1)"
e passa a ser o Teorema[4.3] Trouxemos uma discussdo sobre a possibilidade
de mostrar o resultado principal do artigo a partir do Teorema 4.3

7 Perspectivas de Futuros Trabalhos

Escrever um artigo sobre a analise da monotonicidade da fungdo Gama de
Euler para a Revista Sergipana de Mateméatica e Educacdo Matematica.

8 Outras Atividades

Como outras atividades, a aluna cadastrada neste plano de trabalho par-
ticipou do Il Simpdsio Brasileiro de Calculo Fracionario nos dias 17/01/2022-
21/01/2022. Neste evento, participou dos minicursos:

e Introducao ao Calculo Fracionario— Prof. Dra. Stefania Jarosz;
e Calculo fracionario de variacdes e controle 6timo— Prof. Gastao Frederico.

Ainda nesse evento, assistiu varias apresentagdes que abrangeram o Calculo
Fracionario. Dentre as quais destacamos a apresentacdao “Fractional Logistic
Equation Apllied to COVID-19 Data in Brazil — Anne Karoline Feitoza Mendonga”,
a qual abordou a equacéo tema do nosso plano de trabalho.

Também, assistiu a palestra:

e About some probabilistic properties of a non local in time telegraph equation
— Prof. Francisco Alegria, do ciclo de palestras do Promat, DMA-UFS, no
dia 29/10/2021.
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Anexo

Relatorio Final
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Prefacio

O objetivo principal do presente texto € aplicar conceitos basicos do Calculo
Fracionario bem como utilizar propriedades das fungcdes Gama e Beta de Euler
e da funcao de Mittag-Leffler, para mostrar a falibilidade da conjectura de West
(2015) seguindo o caminho de Area, Losada e Nieto (2016).

Incialmente, apresentamos um estudo prévio, com o auxilio de bibliografia
relevante da Analise Matematica, a respeito dos seguintes tépicos: convergén-
cia pontual e uniforme de sequéncias de funcdes, integrais a um parametro e
funcdes convexas. Seguidamente, explanamos as funcdées Gama e Beta de Eu-
ler e a funcdo de Mittag-Leffler, dando maior énfase as propriedades da funcéo
Gama de Euler, continuidade, diferenciabilidade, convexidade e monotonicidade.
Posteriormente, com o auxilio de (CARDOSO, 2017-2018), trazemos um estudo
sobre conceitos basicos do Célculo Fracionario, mais precisamente, abordamos
os operadores fracionarios de Riemann-Liouville e de Caputo.
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1 Preliminares

Nesta se¢ao, com o auxilio de (LIMA] 2014b), (OLIVEIRA, 2015), (EIDAM,
2020) e (ARTIN, [1964), abordamos alguns tdpicos introdutérios e primordiais
para o seguimento das se¢des subsequentes. De inicio, evidenciamos que as
demonstragdes dos resultados encontrados em (LIMA, 2014b), foram deixadas
apenas a indicacao de onde encontra-las, pois € uma referéncia bastante utili-
zada nos cursos de Andlise Real. Ja os resultados que foram abordados utili-
zando como referéncia (OLIVEIRA, 2015), (EIDAM, [2020) e (ARTIN, [1964), fo-
ram devidamente provados de maneira detalhada.

Em relagdo ao conteudo das subsecdes, preliminarmente, reunimos alguns
resultados de Andlise Real utilizados ao longo do texto. Depois, abordamos re-
sultados bésicos de convergéncia simples e uniforme de sequéncias de fungdes.
Em seguida, discorremos sobre integrais a um parametro, abordando a definicao
de convergéncia uniforme de uma integral a um parametro em um dado intervalo
e teoremas que trazem condig¢des suficientes para que uma integral dependendo
de um parametro seja continua e de classe C*. Por ultimo, tratamos de concei-
tos e resultados basicos de fungdes convexas, incluindo uma caracterizagéo de
funcdes continuas e convexas.

1.1 Preliminares de Analise Real

A seguir enunciamos alguns resultados, encontrados em (LIMA, 2014b) e
(LIMA| [2014a), que serdo utilizados nas proximas segoes.

Teorema 1.1. Toda aplicagdo continua f : X — R", definida num conjunto com-
pacto X C R™ é uniformemente continua.

Demonstragdo. Consultar o Teorema 22 do capitulo 1 de (LIMA, 2014a). O

O préoximo Teorema afirma que toda funcédo continua deifnida em um com-
pacto admite valores maximos e minimos.

Teorema 1.2 (Teorema de Weierstrass). Seja f : X — R continua no conjunto
compacto X C R. Existrm xo,x; € X tais que f(xg) < f(x) < f(x1) para todo
r e X.

Demonstragcéo. Ver Teorema 6 do capitulo 7 de (LIMA, 2014b). O

O Teorema a seguir vai ser util na conclusdo da monotonicidade da Funcao
Gama.

Teorema 1.3 (Teorema de Rolle). Seja f : [a,b] — R continua, com f(a) = f(b).
Se [ é derivavel em (a,b) entdo existe c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstragco. Ver Teorema 6 do capitulo 8 de (LIMA, 2014Db). O
O Teorema de Rolle € um caso particular do préximo Teorema.

Teorema 1.4 (Teorema do Valor Médio de Lagrange). Seja f : [a,b] — R conti-
nua. Se f é derivavel em (a,b), existe c € (a,b) tal que f'(c) = (f(b)—f(a))/(b—a).

Demonstragcdo. Consultar o Teorema 7 do capitulo 8 de (LIMA, 2014b). O
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Os limites do Lema a seguir serao utilizados de forma recorrente nas proxi-
mas secgoes.

Lema 1.1. Paraa > 0,

ta
limt*In(t) =0 e lim — =0.
t—0 t—oo €
Demonstragéo. De fato,
o _In(t) t! o
fim ¢ In(t) = lim 5= = =y = o gt =0
e o
lim — =0,
t—o0 et

pois dado a € R*, existe k, € N, tal que k, > a. Assim, para t suficientemente
grande,

1o tha

V=g =

° ka k,!
tllglo et :tliooe_izo

A seguir definimos o Produto de Cauchy de duas séries.

Defini¢édo 1.1 (Produto de Cauchy). Dadas as séries Y~ ,c, e . d,, O pro-
duto de Cauchy dessas séries é definido como

(i cn> (i dn) = ien, come,, = zn:cjdn_j. (1.1)
n=0

n=0 n=0 7=0

1.2 Convergéncia Simples e Uniforme de Sequéncias de Funcoes

Abaixo definimos convergéncia simples e convergéncia uniforme de sequén-
cia de fungdes. Essas definicbes sdo encontradas em (LIMA, [2014b).

Definicao 1.2. Uma sequéncia de fungées f, : X — R converge simplesmente
(ou pontualmente) para a funcdo f : X — R quando, dadose > 0 e x € X, existe
no € N (dependendo de ¢ e de x) tal que

n>no = |fu(z) — f(2)] <e

Escreve-se lim f,(x) = f(z).

n—0o0

Definicao 1.3. Uma sequéncia de fungées f,, : X — R converge uniformemente
para a fungdo f : X — R quando, para todo ¢ > 0 dado, existe n, € N (depen-
dendo apenas de ¢) tal que

n>ng = |fulx) — f(x)] <€, sejaqualforz e X.
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No teorema a seguir temos uma caracterizagcdo de continuidade envolvendo
sequéncias.

Teorema 1.5. A fim de que a fungéo [ : X — R seja continua no ponto a é neces-
sario e suficiente que, para toda sequéncia de pontos =, € X com lim x, = a,
n—o0
se tenha lim f(x,) = f(a).
n—oo

Demonstracdo. Consultar o Teorema 2 do capitulo 7 de (LIMA, 2014b). O

A seguir enunciamos dois teoremas classicos na Andlise Real, a respeito de
convergéncia uniforme de fungdes.

Teorema 1.6. Se uma sequéncia de fungées f, : X — R converge uniforme-
mente para f : X — R e cada f,, é continua no ponto a € X, entdo f é continua
no ponto a.

Demonstracdo. Consultar o Teorema 1 do capitulo 12 de (LIMA, 2014b). O

Teorema 1.7 (Passagem ao limite sob o sinal da integral). Se a sequéncia de
fungbes integraveis f, : [a,b] — R converge uniformemente para f : [a,b] — R,
entdo f é integravel e

n—oo

De outra forma:

/ ’ F)dt = lim ’ Fa(t)dt.
b

lim f,(t))dt = lim bfn(t)dt
[ (o) =

n—o0 a

se a convergéncia for uniforme.
Demonstragdo. Consultar o Teorema 3 do capitulo 12 de (LIMA, 2014b). O

Para a demonstracao do préximo lema, utilizamos como o referéncia o Lema
3 de (OLIVEIRA, 2015). Ele sera importante para demonstrar o Teorema da
proxima segao.

Teorema 1.8. Seja f, : [a,b] — R uma sequéncia de fungdes de classe C"*.
Suponha que

i. f. converge pontualmente para f
ii. f! converge uniformemente para g.

Entao, f é de classe C' e
=g

Demonstragdo. Seja = € [a,b]. Como f, é uma sequéncia de fungbes de classe
C1, decorre que f,, é integravel. Além disso, f/ converge uniformemente para g.
Logo, pelo Teoremal(i.7]

/; (hm f,g(t)) g = tim [ ()t (1.2)

n—oo n—oo a

onde
lim f/(t) =g(t), Vt€ a,b].

n—oo
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Desse modo, podemos reescrever (1.2) como

/xg(t)dt = lim If;(t)dt. (1.3)

n—oo a

Ainda, observe que i
| ittt = 1u(e) = a0

e, como f,, converge pontualmente para f, segue que

i [0 = i (70— fofa)

n—o0 a

= f(z)— f(a).
Portanto, de (1.3), i
| ottt = @) - fta).
Ademais, como a sequéncia ée fungdes f! converge uniformemente para g e f

é continua, pelo Teorema(i.6} a fungéo ¢ é continua em [a, b]. Donde segue, pelo
Teorema Fundamental do Célculo, que

f(@) =g(x), Vz€la,b].
Ainda, devido a continuidade de g, podemos afirmar que f é de classe C' e

f'=g.
O

1.3 Integrais a um Parametro

Comegamos definindo integral a um parametro, seguindo a Definicdo 28 de
(EIDAM, [2020).

Definicao 1.4 (Integral a um parémetro). Seja f : I x J — R, comI,J C R
intervalos. Além disso, considere que para cada x € I, a fungdo y — f(z,y)
seja integravel em J. Assim, podemos considerar a fungéo

F@%iﬂﬂ%w@

definida para todo x € I. A funcdo F' é chamada de integral a um pardmetro.

Na definicdo a seguir, nos baseamos na Definicao 34 de (EIDAM, 2020). Ela
nos diz quando uma integral a um parametro converge uniformemente em um
dado intervalo.

Definicao 1.5. Considere I um intervalo contido em R. Seja

ﬂ@=/mﬂ%w®,xek

uma integral a um pardmetro. Dizemos que F' converge uniformemente em I se
dado ¢ > 0 existe A > 0, tal que

b
‘F(m)—/f(a:,y)dy‘<e, Vb > AeVr el

21



A proposicao adiante é um resultado encontrado na Proposicao 37 de (El-
DAM, 2020). Ela fornece condi¢des suficientes para que uma integral a um pa-
rametro convirja uniformemente em um dado intervalo.

Proposicao 1.1 (M-Teste de Weierstrass). Seja f : I x J - R, com J = [a,0) €

_ /J o, )t

a integral a um pardmetro correspondente. Suponhamos que exista uma funcao
g - J — R ndo negativa e integravel tal que |f(x,t)| < g(t), z € I,t € J. Entdo,
F(z) converge uniformemente em I.

Demonstragdo. Como g é integravel,
00 b
/ g(t)dt = lim [ g(t)dt =1.
a b—o0 a
Assim, dado ¢ > 0, existe A > 0, tal que

b
/ g(t)dt — z’ <e, Vb> A (1.4)

Observe que,

[ - /mg /bg \

e, como g(t) > 0, Vt € J, segue

/boog(t)dt‘ - /boo g(t)dt.

Sendo assim, podemos reescrever (1.4) como

/ g(t)dt < e, Vb> A. (1.5)
b

Ainda, por hipétese |f(z,t)| < g(t),xz € I, t € J, assim

'F(m)—/abf(x,t)dt‘ _ /aoof(x,t)dt—/abf(x,t)dt‘
= /boo f(x,t)dt’
| it oja
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b 00
= ’F(x) —/ f({B,t)dt‘ §/ g(t)dt, zel. (1.6)
a b
Combinando e (1.6), obtemos

b
‘F(m)—/f(x,t)dt‘<e, Vb> AeVr el

Entao pela Definigdo[1.5] F' converge uniformemente em 1. O]

O teorema a seguir afirma que se uma fungao f : [a, b] x [¢,d] — R é continua,
entdo a integral a um parametro F'(x) associada a ela € também continua. Esse
Teorema é visto no Teorema 1 (A) de (OLIVEIRA, 2015).

Teorema 1.9. Seja f : [a,b] x [¢,d] — R continua. Entdo, a fungdo

d
F(z) = / £ y)dy

fambém é continua em [a, b].

Demonstragdo. Como f é continua no compacto [a, b] x [c, d], pelo Teorema[1.1],
f € uniformemente continua.

Seja zy € [a, b] fixo e arbitrario. Pela continuidade uniforme de f, dado ¢ > 0,
existe 6 > 0, tal que Vx € [a,b] e Yy € [c, d], tem-se que

€

d—c

[(z,y) = (w0, y)| <= |f(z,y) — f(z0,y)| < (1.7)

Perceba que,
(@,y) = (@0, y)| = [(x — 20, 0)] = V/(z — 20)? = |2 — x¢ (1.8)
€ d d €
fa) = faon)l < 77 = [ 1fG) = Seanldy < [+ dy

d
- / Fa,y) — Floy)|dy < e

Utilizando que,

/Cd Lf(z,y) — f(20,)] dy‘ < /cd|f(x,y) — f(zo,v)| dy,

temos

[f(z,y) = f(x0,y)| <

<€

d
N / F@,y) — Flzory) dy

d—c

< €.

= /Cdf(a:,y)dy - /Cd f(xo,y)dy
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Logo,
€

|f($>y)—f($o,y)\<d—_C:>\F(95)—F(SC0)|<€- (1.9)

Assim, combinando (1.7), (1.8) e (1.9),

|z — x| < = |F(z) — F(xy)| <,

ou seja, F' € continua em z,. Portanto, como x, € [a,b] € arbitrdro, segue a
continuidade de F no intervalo [a, b]. O

O préximo teorema afirma que se uma fungao f : [a,b] x [¢,d] — R é continua
e f.(z,y) existe e é continua, entdo F(z) é de classe C'. Ou seja, sua deri-
vada primeira € uma fungéo continua. E mais, nos fornece a expressao dessa
derivada. Ele é encontrado no Teorema 1 (B) de (OLIVEIRA, 2015).

Teorema 1.10. Seja f : [a,b] x [¢,d] — R continua. Se f, existe e é continua em
[a,b] x [c,d], entdo

d
F(z) = / £, y)dy

édeclasse C' e

d
F’(x):/ fo(z,y)dy.

Demonstragédo. Inicialmente, veja que como f, € continua no compacto [a, b] x
¢, d], pelo Teorema [1.1], segue que f, é uniformemente continua. Assim, dado
e > 0, existe § > 0, tal que para todo (z,y) € [a,b] X [c,d], é valido que

(@, y) = (20,9)] = [ —o] <3 = fuolar.y) = fulwo,y)| < 7. @0 € [a,b]. (1.10)

Desejamos mostrar que

Joov_ g Fl@) = Flw) [
Fi(zo) = xi}g;)+ R /c fa(zo,y)dy, o € |a,b)
© d
y ) F(z) — F(x
Fl(zo) = lim Fle) - Flz) :/ fo(@o,y)dy,  x0 € (a,b].
xz—(z0) T — Xy c
De fato,

i. zg € [a,b) fixo e arbitrario: Considere = € [a,b) tal que zy < = < xo + 6,
logo z satisfaz (1.10). Como f é continua em [z, z| X [¢,d] C [a,b) X [c,d] €
diferenciavel em (o, z) X [c, d], pelo Teorema([l.4] existe & € (zy, z), tal que

z, - Zo,

T — X

Nas condicbes acima, temos as seguintes desigualdades:

Top—0<To<T<wx<x0+9.

(1)

24



Assim, segue de (1.10) e de (I) que
(@) = fulao,y)| < .

Utilizando (1.11) e (1.12), para zy < = < xq + 6, temos
‘f f(x()ay)

Tr — T

(1.12)

€

- f:]c(xﬁay) < d—c

—C

d
{1307y) f(l'[), )‘dy</ dE .

r — X

gc_xo(/fxydy /fxo, dy) /fxgcm dy'<€

Portanto,
x0<x<x0—|—5:>‘— fmxo, dy‘<6
r — g
Ou segja,
/ _
Fi(ao) = lim Fle) ~ o) _ - / Folwoy)dy, w0 €lab).  (1.13)

ii. xyg € (a,b] fixo e arbitrario: Considere = € [a,b) tal que o — 6 < = < xg, OU
seja, « satisfaz (1.10). Como f é continua em [z, zo] X [¢,d] C (a,b] x [c, d]
e diferenciavel em (x, xy) X [c, d], pelo Teorema do Valor Médio, existe =* €
(z, ), tal que

Zo, - x,
To — X
Por (1.10),

—(a" —20) <= |fale” ) = Llwoy) < 7, @€ (@b (1.15)
Analogamente ao caso anterior, utilizando (1.14) e (1.15), podemos mostrar
que

, , F(z) — F(x d
P = i COZEO) gy (116)
z—(z0) T — X c

Portanto, como em ambos 0s casos z € arbitrario, concluimos de (1.13) e (1.16),

/ fe(x,y)dy, Vz € (a,b),

/ fe(a,y)dy,
- / by

Ademais, por hipétese, f. é continua, entdo, pelo Teorema (1.9, F’ é continua.
Isto é, I é de classe C". O
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O préximo e ultimo teorema, é o principal resultado desta secao, pois sera
utilizado para demonstrar a diferenciabilidade da fungdo Gama para =z > 1. Ele é
uma versdo modificada do Teorema 7 de (OLIVEIRA, [2015).

Teorema 1.11. Seja »y > 1. Considere f : (1,00) x [0,00) — R continua, com
f= continua em (1,00) x [0,00). Também, suponha que para cada x > 1, as
fungées y — f(x,y) ey — f.(x,y) s&o integraveis. Ou seja, as integrais a um

pardmetro
= / fo(,y)dy
0

-/ " )y

convergem para todo x € (1,0). Além disso, suponha que g converge uniforme-
mente em intervalos compactos de (1,cc) contendo x,, digamos |a,b|. Entdo, G
é derivavel em [a,b] e

G'(z) =g(x), Vz € la,b)].

Demonstragéo. Seja x € I, = [xo — d,x¢ + ] C (1,00), com ¢ € (0, 1) arbitrario.
Por hipotese, para cada = € I,,, as fungdes y — f(z,y) e y —> f.(z,y), com
y € [0,n], n € N, sdo integraveis. Entao, pela Definicdo[1.4, podemos considerar
as funcoes

:/ fm<w7y)dy> neN
0

= /Onf(x,y)dy, n € N.
Mostraremos que:
1. G, : I,, — R é de classe C;
2. G, converge uniformemente para g em I, ;
3. G, converge pontualmente para G.
Com efeito,

1. Por hipétese f : I, x [0,n] — R é continua e f, : I, x [0,n] — R existe
e é continua. Entéo, segue do Teorema que G, é de classe C' e

/fxxy

= G (z) = gnlx), €I (1.17)

2. Por (1.17), basta mostrarmos que g, converge uniformemente para g em

I,,. Por hipotese,
= / fa(@, y)dy
0
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converge uniformemente em I,,. Entdo, pela Defini¢do [1.5, dado ¢ > 0,
existe A > 0, tal que

b
'g(m) - / fw(:t,y)dy‘ <e, Yb>AeVrxel,
0

Ainda, pela propriedade arquimediana dos naturais, existe ny € N, tal que

]gm— / fx(x,y)dy‘ —lgn(@) = g(@)| < &, ¥n>mpeVae L,

Portanto, g,, converge uniformemente para g em I,,. Donde segue que G,
converge uniformemente para g em I,,.

3. Por hipétese
G(x) =/ fa,y)dy
0

converge para todo = € I,,. Entdo, de modo analogo ao que foi feito no
caso anterior, podemos concluir que para cada = € I,,, dado € > 0, existe
no € N;

|Gn(z) — G(z)| <€, Vn>ny.

Isto é, G,, converge pontualmente para G em I,,,.

Por fim, dos itens 1, 2 e 3 concluimos, pelo Teorema[1.8, que G : I,, — R é de
classe C'! (em particular, derivavel) e que

G'(r) =g(x), Vzel,.

1.4 Funcoes Convexas

Abaixo relembramos as definicdes de funcbes convexas e de funcdes estrita-
mente convexas. Tais definigdes sdo encontradas em (LIMA, 2014b).

Definicao 1.6 (Funcéo convexa). Sejal C R um intervalo. Dizemos que f : [ —
R é convexa quando seu grafico se situa abaixo de qualquer de suas secantes.
Mais precisamente, f € convexa quando

f(b) = f(a)

a<z<beml= f(z) < fla) +——

(x —a).

Definicao 1.7 (Funcao estritamente convexa). Seja I C R um intervalo. Dizemos
que f : I — R é estritamente convexa quando

a<z<beml= f(x)< f(a)+

ou seja, a igualdade na Definigao[1.6 ndo ocorre.

A seguir temos duas caracterizacbes para fungcdes convexas. A primeira €
vista na pagina 109 de (LIMA, 2014b) e a segunda na pagina 112 da mesma
referéncia.

27



Proposicao 1.2 (Caracterizacdo 1 de fungdes convexas). Seja I C R um inter-
valo. A fungéo f : I — R é convexa no intervalo I C R se e somente se

i<r<pemr= 1@ =@ fO @) fa) i)
r—a b—a xr—0b
Demonstragdo. Segue da Definigao[1.6] ]

Observacao 1.1. O resultado acima vale para fungdes estritamente convexas.
Nesse caso, no lugar de < temos <.

Proposicao 1.3 (Caracterizacao 2 de fungbes convexas). Seja I C R um inter-
valo. A fungéo f : I — R é convexa se e somente se

abele0<t<l= f((1—t)a+th) < (1—t)f(a)+tf(b). (1.18)

Demonstragéo. Seja [a,b] C I. Dado = € [a,b], podemos escrever, de modo
Unico, x = a(l1 —t) +the f(x) = f(a)(1 —1t) +tf(b),com0 < ¢t < 1. Assim,
supondo f convexa, segue que

f(b) — f(a)
b—a

Logo, pela Definigdo [1.6] segue (1.18). Por outro lado, supondo que (1.18)
ocorre, como

—— (@ —a)=fla) + t(b—a) = (1 —1t)f(a) +1f(b).

w-of@+e0) = (7=2) 5@+ (5=2) 10+ sl - fia)

b—a b—
_ (b—ax)f(a) + (x—a)f(0) + (b—a)(f(a) — f(a))
b—a
= f(a)+ f(bl)) : £(a) (x — a)
Temos,
a<zr<beml= f(x)< f(a)+ f<bz)):f<a>(x—a)
Portanto, f é convexa, pela Definigdo [1.6] O

Observacao 1.2. O resultado acima vale para fungdes estritamente convexas.
Nesse caso, t varia no intervalo (0,1) e trocamos < por < .

Na proxima proposicao, temos alguns critérios interessantes para mostrar que
uma fungéo é estritamente convexa. Um deles é que "f’ estritamente crescente
= f estritamente convexa".

Proposicao 1.4. Seja f : I — R derivavel no intervalo I. Considere os seguintes
itens:

1. f' estritamente crescente;

2. Para quaisquer a,x € I, tem-se
f(@) > fla) + f(a)(z — a);
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3. f estritamente convexa.

Entdo, 1 = 2= 3. Em particular, ' estritamente crescente implica em f estrita-
mente convexa.

Demonstracgo. De fato,

e 1 = 2: Suponha [’ estritamente crescente e considere a,x € I arbitrarios.
Como f é diferenciavel em I, em particular, f € continuaem [a,z] C I e €
diferenciavel em (a, z). Logo, pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (a, z),

tal que
Como ¢ > a, por hipotese, f'(c¢) > f'(a). Assim,

T =T ) = @)~ f(a) > Fa)(o — a)
= J(@) > fa) + Fa)(e - a)

e 2= 3: Sejama < z < bem [ e suponha que a condicao 2. seja valida.
Desejamos mostrar que f é estritamente convexa, isto é,

f(b) = f(a)

fo) < fla) + T - a),

Com efeito, por hip6tese, temos

fla) > f(x) + fl(z)(a—=z) e [f(b)> f(z)+ f(z)(b—x)

Dai, como z — a > 0,

fla)> f(z) + fl(@)(a—2) = [f(z)—fla) < f(z)(x—a)
= DT ). (1.19)
Da mesma forma, como b — > 0, obtemos
fO)> f(x) + f(@)(b—=) = [f(b)—f(z)> f(2)(b— =)
= I ). (1.20)

Logo, de e (1.20),
f@) = fla) _ ()= f(z)

r—a b—=x

Assim, da desigualdade acima,
(b—z)(f(z) = fla)) < (z—a)(f(b) — f(x))
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= bf(z) = bf(a) —xf(z) +afla) < xf(b) —xf(x)—af(b)+af(z)
Somando zf(x) + af(a),

bf(x) —bf(a) + xf(a) +af(a) < xf(b) —af(b)+af(x)+af(a)
= bf(x) = bf(a) —af(z) +af(a) < xf(b) —af(b) —xf(a)+af(a)
= b(f(z) = f(a)) —a(f(x) = fa)) < x(f(b) = f(a)) — a(f(b) — f(a))

= (b—a)(f(z) = f(a)) < (z—a)(f(b)— f(a))
= (b—a)f(z) < (b—a)f(a)+ (z—a)(f(b)— f(a)).
Portanto,

f®) = fla)

fl) < fa) + =" (x ),
ou seja, pela Observagdo [1.1] segue que f é estritamente convexa.
O

No resultado abaixo mostramos a Indugédo de Cauchy. Utilizamos essa indu-
¢cao na demonstragédo do préximo lema.

Proposicao 1.5 (Inducao de Cauchy). Se
(i) P(2);

(i) P(n) = P(2n), VneN;

(i) P(n+1)= P(n), VneN;

entdo P(n) é valida para todo n € N.

Demonstragcdo. Usaremos indugao finita sobre n. Primeiramente, note que, por

(i) e (iii), P(1) é valida, pois, por (i), P(2) vale e P(2) @ P(1). Agora, supondo
que, pra algum n € N, P(n) vale, vamos mostrar que P(n + 1) também é valida.
Para isso, vamos dividir a prova em dois casos: n =2k en =2k +1,com k € N.
Se n = 2k, temos

P(n) = P(2k) & P(4k) = P((2k + 1) + (2k — 1)).
Assim, aplicando a hipotese (iii) 2k — 1 vezes, segue que
P(n) = P(2k) = P(2k +1) = P(n +1).

Ou seja, P(n+1) é veridica para n par. Agora, mostraremos que P(n+1) também
é vélida para n da forma n = 2k + 1. Por hipbtese, P(2k + 1) vale, assim

P(n) = P2k + 1) & P4k + 2) = P((2k + 2) + 2k).
Aplicando a hipotese (iii) 2k vezes, obtemos
P(n) = P(2k+1) = P(2k +2) = P(n +1).

Logo, P(n + 1) é verdadeira para n impar. Portanto, P(n) € valida para todo
n € N. O
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Usaremos o lema a seguir para mostrar a proxima proposicéo, que nos traz
uma caracterizacao para funcoes continuas e convexas. O resultado do lema é
encontrado na pagina 5 de (ARTIN, 1964), ja a caractericdo da proxima proposi-
¢éo € um resultado visto no Teorema 1.5 de (ARTIN, |[1964).

Lema1.2. Sejaf: I ¢ R — R. Suponha que
; <a+b> _ f@+ 1) (4.21)

2 - 2 '
para todos a,b € I. Entdo, a desigualdade acima pode ser generalizada da
seguinte forma:

f (fl + n +$n> < f(z1) + n “+ f(fn)’ (1.22)

para todon € N* e para todos x1,--- ,x, € I.

Demonstragdo. Usaremos a Indugdo de Cauchy para mostrar (1.22). Por hip6-
tese, é vélida para n = 2, donde segue o item (i) Inducdo de Cauchy.
Mostraremos que se é vélida para n entdo também é verdadeira para 2n.
De fato, sejam zy,--- , 29, € I. Como,

i R Tpy1+ 02
_ 1 nel e h— n+1 2n

n n

entao, por (1.21), seqgue que

7 (a—zkb) < f(a);f(b)

el,

2n
Ainda, como é vdlida para n, segue da desigualdade acima que

:>2f(a:1+~~'+xn+:cn+1+~~+x2n) Sf(ler?;L”x")qu (:cnﬂ—i—‘n~+x2n>‘

n elementos

A

2 (5151‘|‘"‘932n) < flxy) + - fx,) +f(xn+1)+"'f(x2n>

2n n n

2n
Isto mostra o item (ii) do Principio de Inducéo de Cauchy.
Agora, demonstraremos que se (1.22) é valida para n + 1 entdo também é
verdadeira para n. Com efeito, primeiramente, tome

S () < (gl o)

1

— (14 +uz,) el
n

Dai, como (1.22) é verdade para n + 1, segue

o) = g (Moo

— f Ty 4 Ty + Tpta
n+1

Tnt1 =

1
n+1

IA

(fza) + -+ f(@n) + f(2ni1)) -
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Logo,
(n+ 1) f(@n1) = f@ni) < f(@1) +--- 4 f(2n)

= flrnn) < - (flon) +o o+ fon)

Portanto, da definicdo de z, 1, segue que

P < (o) 4+ ).

n

Isto €, mostramos que item (iii) do Principio de Inducéo de Cauchy é valido.
Por fim, pela Proposigédo [1.5] o resultado segue para todo n € N e para todos
X1, o, € 1. O

Proposicao 1.6 (Caracterizacao de fungbes continuas e convexas). Seja f : I C
R — R uma fungéo continua. Entéo, f € convexa se e somente se

f<a+b><jﬂn+f®) (1.23)

2 - 2 ’
para todos a,b € 1.

Demonstragcéo. Seja f : I C R — R continua. Para mostrar que se f € convexa
entdo a desigualdade (1.23) ocorre para todos a,b € I, basta tomar ¢t = 1 na

Proposicéo[1.3].
Agora, supondo que

a+b\ _ fla)+ f(b)
f( . >< (1.24)

para todos a,b € I, mostraremos que f é convexa. De fato, a principio considere
x1,x9 € I arbitrarios e ¢t € (0,1) também arbitrario. Desejamos demonstrar que

f(A=t)zy +tzg) < (1 —1t) f(21) + tf(22).

Inicialmente, mostraremos que existe uma sequéncia de niumeros racionais per-
tencentes ao intervalo [0, 1) que converge para t. Pois bem, como QQ € denso em
R, para todo n € N*, existe y,, € Q, tal que

Y € [t _ f,t] . (1.25)
n
Note que, [t — £,¢] C[0,1), poist < 1e

t t t 1
0<t——<t& -t<——<0&0<-<tes0<-<1
n n n n

Logo, v, € QN 0,1),Vn € N. Sendo assim, y,, é da forma 2, comr,, s, € N*e
0<s,<r,our, € N*es, =0. Além disso, de (1.25),

t
n
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Ademais, lim,, o t — % = lim,,_, t = t, entdo, pelo Teorema do Confronto,

lim y, =t. (1.26)

n—oo

Como (1.24) é vélida, pelo Lema[1.2]

s ((Tn - Sn)fl + sn:m)) < (1 — sn) f(21) + snf(:tz)’ vn € N (1.27)

T'n

onde
(rn—sn)xl—l—snxg:\x1—|—~~—|—x11—|—\x2+-~~+x2, Vn € N..

-~

(rn—sn) vezes sn, VEZES

Desse modo, podemos reescrever (1.27) como
f ((1 - S—n) T +S—n$2> < (1 - i—n) f(x1) + i—nf($2)> Vn e N

Tn TTL n

= (1= yn)z1 + ynwe) < (1 —yp) f(21) + yuf(z2), VneN. (1.28)
Pela continuidade de f e por (1.26),

lim f((1=yn)z1 + Ynz2) = [ ((1 — t)z1 + tas),

n—o0

entéo, de (1.28),

lim f ((1 - yn)xl + ynw?) < nh_{{.lo((l - yn)f('xl) + ynf(aj?))

= f((1 = )z1 + txe) < (1 —1)f(21) + Lf (22).
Comot € (0,1) e xy, x5 € I s@o arbitrarios,
(L =t)zy + twg) < (1 =) f(z1) +1f (22), (1.29)

para todos x;,z, € [ e paratodot € (0,1).
Set=0out =1, f satisfaz a Proposi¢ao[1.3] visto que, para todos =1,z € I,

t=0= f((1 = 0)x1 +0z9) = (1 = 0) f(x1) + 0f (z2),
(1.30)
t=1= f((1—-1ay + 1a) = (1 = 1) f(z1) + Lf(z2).

Portanto, de (1.29) e (1.30), concluimos que f é convexa. O

Abaixo enunciamos um resultado visto no Corolario 1 de (LIMA| 2014b), que
serd usado na sec¢do 9.7. Esse resultado nos diz que qualquer ponto critico de
uma funcao convexa é necessariamente um ponto de minimo absoluto para essa
funcéo.

Proposicao 1.7. Todo ponto critico de uma fungdo convexa € um ponto de mi-
nimo absoluto.

Demonstragcdo. Consultar o Corolario 1 do capitulo 9 de (LIMA, 2014b). O
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A proposicao abaixo sera importante para concluirmos o estudo da monoto-
nicidade da funcao Gama.

Proposicao 1.8. Sgja f : I ¢ R — R uma funcio estritamente convexa. Se
xg € I é um ponto de minimo absoluto, entdo parax > xq a funcdo f é crescente.
Por outro lado, para = < x, f € decrescente.

Demonstragcédo. Seja f : I ¢ R — R uma funcéo estritamente convexa. Supo-
nha que xy € I é ponto de minimo absoluto de f, logo

f(x) > f(xg), Vzel.

Também, suponha a,b € I com xy < a < b. Mostraremos que f(a) < f(b). De
fato, como a € (zy,b), 0 ponto a pode ser escrito como

a=(1—to)xo+tob, paraalgumt, € (0,1),

pois a pertence ao segmento de reta que liga =, a b. Usando a hip6tese de que
f € estritamente convexa, segue que
< (I—t)f(b) +taf(b)
= f(a) < f(b).
Portanto, como a,b € I sédo arbitrarios, segue que f é crescente, para x > xy.

Analogamente, podemos mostrar que, para = < g, f é decrescente. Basta
tomarad’,b € I,comad <V < x. ]

2 Funcao Gama

A funcdo Gama de Euler, representada pela letra grega I', € uma funcgéo
especial da Matematica, conhecida por generalizar o fatorial de um namero na-
tural. Ela é imprescindivel no estudo do Calculo Fracionario. Inclusive, esta pre-
sente na definicdo dos operadores fracionarios de Riemann-Liouville e de Ca-
puto. Logo, ndo podemos iniciar o estudo do Calculo Fracionario, sem antes
definirmos a funcdo Gama e demonstrarmos as suas principais propriedades.

2.1 Definicao e propriedades

A seguir, definimos a fungdo Gama de Euler nos reais positivos. Mais adiante,
na secao 4, definiremos a funcado Gama nos reais negativos néo inteiros.

Definicao 2.1 (Fungdo Gama de Euler). Para = > 0, a fungdo Gama de Euler,
denotada por T'(z), é definida como sendo a integral impropria

['(z) = /000 t* e tdt. (2.1)

Verificaremos que a integral (2.1) estd bem definida. Para isso, dividiremos a
prova em dois casos. Mostraremos que as integrais

1 [e’)
/ t*le7tdt e / e tdt
0 1

convergem para cada z > 0.
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Lema 2.1. A integral

1
/ t* e tdt
0

converge para todo z > 0.

(2.2)

Demonstragdo. Se » > 1, a fungdo t — t*~ et é continua em [0, 1], portanto a

integral (2.2) converge para todo z > 1.

Japara z € (0,1), a integral (2.2) é uma integral imprépria do tipo 2, assim

podemos escrevé-la como

1 1
/ t*le7tdt = lim t* e tdt.
0

b—0t+ b
Note que,
0<b<t<l & —-1<—-t<-b
o et <elt< e ?
<,;> tZ71€71 S tZ*left S tZ*lefb
Portanto,

b<t<leo<tlet <1

pois e~* < 1. Donde segue que

1 1
%1 1 b
/ 7 ldt = lim [ t*"'dt = lim —
0

b—0t Jp b—0t+ 2

b b—0t+ 2 z

Assim, de (2.3) e (2.4), a integral (2.2) converge para todo =z € (0,1).
Por fim, concluimos que a integral

1
/ e tdt
0

converge para todo z > 0.

Lema 2.2. A integral

o0
/ e tdt
1

Demonstragcdo. Seja z > 0. A priori, mostremos que a desigualdade

converge para todo z > 0.

0<tlet < ez

1
= lim - — — =~
z

(2.6)

€ valida para ¢ suficientemente grande. De fato, dado z — 1 € R, pela propriedade
arquimediana dos naturais, existe n, € N, tal que z — 1 < n,. Assim, parat > 1

suficientemente grande,
O S tZ*l S tnz

752—1 tnz
<

=0< —;
ez e

[SIES
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Além disso,
Lt oony!
lim — = 2™ lim — =0,
t—oo p3 =00 e2

donde segue
lim t* e~ % = 0. (2.7)
t—o00

Como lim; .. 1 =1e 0 < 1, segue de (2.7) que existe A > 1, tal que a desigual-
dade

tz—l
— <1
ez
€ verdadeira para todo ¢ > A. Agora, observe que

z—1

<1 & t7l<ces

t
e2
1 _t
o tlet < ez,

isto €, a desigualdade (2.6) € vélida para todo ¢ > A.
Além disso,

< ) by ) b ) b A A
e 2dt = lim e 2dt = lim —2¢ 2| = lim —2¢ 2 +2¢ 2 =2¢ 2.
A b—oo A b—o0 A b—o00

Portanto, da igualdade acima e de (2.6), segue pelo teste da comparacao para
integrais impréprias que

/ e tdt (2.8)

A

converge para todo z > 0. Por outro lado, veja que t*~!e~* é continua para 1 <
t < A, logo

A
/ t*le tdt (2.9)
1

converge para todo z > 0.
Por fim, de (2.8) e (2.9), segue que a integral

/ e tdt
1

converge para todo z > 0. O

Teorema 2.1 (Convergéncia da fungdo Gama de Euler). Seja = > 0. A fungéo

Gama de Euler .
['(2) :/ t*le tdt
0

esta bem definida.
Demonstragao. De fato, segue do Lema[2.1]e do Lema[2.2] O

Veremos a seguir duas importantes propriedades da fun¢ao I'(z). Uma delas
nés diz que a fungdo I'(z) generaliza o fatorial de um nimero natural.

Propriedade 2.1. Para todo = > 0 é verdade que

['(z+1) ==2I(z).
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Demonstragdo. Primeiro vamos integrar por partes a integral

I'(z+1) = /Oo t*e 'dt,
0
para isso consideremos a substituicdo abaixo:
{ u=t? dv = e tdt
du = 2t~ 'dt v = —e'.
Assim,
Fz+1) = /00 tPetdt
0

b
= lim t*etdt

b—oo 0
b b
—I—/ 27 e tdt
0 0

b

= lim -t + lim 27 e tdt
b—oo b—00 0

= lim —t%e!
b—oo

= lim —b%e " 4 2T (2).
b—o0

Mas, de modo analogo ao que foi feito para mostrar o limite (2.7), podemos mos-
trar que

lim —b%e~® = 0.
b—o0

Portanto,
['(z4+1)=2I'(z), Vz>0.
O]

Propriedade 2.2. A funcdo Gama de Euler generaliza o fatorial de um numero
natural, isto é,
Fn+1)=n!, VneN.

Demonstragdo. Usaremos o principio da indugao finita sobre n € N. De fato, se
n = 0 temos que

0o b b
I'0+1)= / t'le7'dt = lim eldt = lim —e™'| = lim —e " +1=1,
0

b—o0 0 b—o0 0 b—oo
ou seja,
rO+1)=0.
Agora, suponha, por hip6tese de inducao, que
I'(n+1)=n!, paraalgum n € N*

seja verdadeiro. Precisamos provar que tal igualdade é vélida para n + 1. Com
efeito, pela Propriedade [2.1] e por hipétese de indugéao,

F'((n+1)+1)=n+1)I'n+1)=(Mn+1)n!
=>I((n+1)+1)=(n+1).
Portanto, pelo principio da indugéo finita, I'(n + 1) = n!, para todo n € N. N
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2.2 Continuidade

A seguir, provamos que a fungdo Gama é continua, utilizando o Teorema(i.5]
Teorema 2.2. A fungdo 1" é continua.

Demonstragdo. Seja ¢(z,t) = t*"'e~' e defina ¢, (t) = ¢(z,,t) € do(t) = d(xo, t).
Mostraremos que I' é continua em z, > 0. Para isso, dividiremos a prova em dois
casos, 7o > 1 e zy € (0,1]. No primeiro caso, utilizaremos o Teorema([i.5] isto é,
provaremos que

lim z, = z9 = lim ['(z,) = I'(zo).

n—oo n—o0

De fato,

1. zo > 1: Suponha que lim,_,, x, = xo. Mostraremos que ¢, converge
uniformemente para ¢, de acordo com a Defini¢do [1.3e concluiremos, pelo
Teorema[1.7] que lim,, o I'(z,) = I'(zo). Inicialmente, perceba que

[9n(t) = Go(t)] = |77t =0T 7 = e — e,
Como z — t* € continua em [z, z,,] € derivavel em (xg, z,,), pelo Teorema
do Valor Médio, existe z € (xo, z,), tal que
()" = =" o 5 — ) = [y — | | In()}t7
n = — 1" = |xg — Xy |In .
Lo — Tp 0

Assim,
|6n(t) = do(t)| = |wo — x| [In(®)[t" '™, T € (20, 2n)-

Defina h(t) = |In(t)[t* ‘e, 2 > 1 et > 0. Precisamos verificar que h é
limitada em (0, o0), para isso notemos que, pelo Lema[1.1],

: . r—1_—t __
11_1}1& h(t) = 11_1)]% |In(t)[t* e =0, (2.10)
pois lim;_,o e~ " = 0. Além disso,
t 1
tim 20— i Lo (2.11)
t—oo T t—oo t
e, pelo Lema[i.d], i
lim © =0
t—oo et
Logo,
. (. In(t)\ [t
woo- () (50 e

De (2.10) e (2.12), pela definicdo de limite, existem a,b > 0, tal que h é
limitada em (0,a] e em [b,00). Suponhamos, sem perda de generalidade,
que a < b. Como h é continua em [a, b], pelo Teorema (Teorema de
Weierstrass), h é limitada em [a, b]. Logo, & € limitada em (0, c0), pois h é
limitada em (0, a], [a,b] € em [b, 00). Assim, existe M > 0, tal que h(t) < M,
para todo ¢ € (0, c0). Portanto,

|0n(t) = do(1)] = |wo — x| h(t) < |x0 — 2| M.
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Mas como, por hipotese, lim,,_,., ©, = o, dado € > 0, existe ny, € N, tal que
Vn > ng , tem-se que
€

i = |z, — x| M <€,

|z, — 20| <

isto &,
[P (t) — ¢o(t)] < €.

Com isso, concluimos que ¢, converge uniformemente para ¢,. Desse
modo, pelo Teorema[1.7]

o0

lim On(t)dt = /OO ¢o(t)dt = lim I'(x,) = [(zo).

n—o0 0 n—oo

2. 0 < zy < 1: Pela Propriedade [2.1]

N P Gty Y (2.13)

i

Ainda,
O<zg<l=1<z0+1<2,

donde segue, pelo item anterior, que I'(zo+1) € continua. Assim, por (2.13),
I'(x¢) também é continua. Portanto, pela arbitrariedade de z, € (0, 1, segue
que a funcado Gama é continua no intervalo (0, 1].

]

2.3 Diferenciabilidade

A priori, vamos determinar a derivada parcial com respeito a z da funcgéo
f:(1,00) x [0,00) — R, definida por

f(z,t) =t""te " (2.14)
Observe que podemos definir a derivada parcial de f com respeito a z, para
z > 1, como
In(t)t*="te™t, >0
(z,t) = 2.15
I-(2,1) { N o (2.15)

pois In(t)t*~'e~* pode ser definida continuamente em ¢ = 0, visto que, pelo Lema

A1l
lim In(t)t* e ™" =0, 2> 1. (2.16)

t—0t

Agora, utilizaremos o Teorema para mostrar que I" é diferenciavel quando
z > 1. Para isso, € necessario verificarmos que a fungao f e f. definidas, res-

pectivamente, em (2.14) e (2.15) satisfazem:

1. g(2) = / f-(z,t)dt converge para todo z > 1;
0

[e.o]

2. Dado z, > 1 fixo, porém arbitrario. A integral g(z) = / f.(z,t)dt converge

0
uniformemente em compactos de (1, co) do tipo [a, b] contendo z;
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3. I'(z) = / f(z,t)dt converge para todo z > 1.
0

A demonstragéo do item 1 é feita no Lema[2.3] Ja a demonstracéo do item 2 é
encontrada mais adiante, no Lema[2.4] E, o item 3 é um resultado j& conhecido,
provado no Teorema[2.1]

Antes de demonstrarmos o Lema [2.3] vejamos uma proposi¢do que serd re-
ferenciada em sua demonstracao.

Proposicao 2.1. In(z) <z, Vz > 0.

Demonstraggo. Defina h : R — R por h(z) = ¢ — z. Note que h(0) = 1 e
h(z) =e*—1 > 0, logo h é crescente. Portanto, i(z) > 1 > 0, onde = < e”.
Assim, o resultado da proposicao € valido, pois para x > 0, temos que

In(z) < z < @ < e oz < e

Lema 2.3. A integral
o) = [ et 2.17)
0
converge para todo = > 1.

Demonstragcdo. Seja = > 1. Vamos mostrar que as integrais

/loo fobdt e /01 (1)t

convergem. Com efeito, vimos em (2.15) que, para =z > 1, f.(z,t) é continua para
todo ¢ € [0, 1]. Donde segue a integrabilidade de f.(z,t) em [0, 1]. Por outro lado,
pela Proposi¢éo [2.1] para ¢ > 1,

0<In(t)<t=0<In(t)e "t* " <e 't (2.18)
Perceba que,

0 g/ e P dt g/ e "dt =T (2 + 1) (2.19)

1 0
Isto &, i,
/ e Mt dt
1

converge.

Logo, pelo teste da comparagéo para integrais improprias, segue de (2.18) e
(2.19) que

/ In(t)t* e tdt
1
€ convergente. Portanto, (2.17) converge para todo z > 1. O

Na demonstracédo do lema a seguir utilizamos como base a se¢édo 17.3.2 de
(ZORICH, 2004).
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Lema 2.4. Seja » > 1. A integral a um parametro

g(z) = / T hetyde

converge uniformemente em compactos de (1, o) do tipo |a, b contendo z.

Demonstragdo. Seja z, € [a,b] C (1,00) arbitrario. Vamos mostrar, utilizando a
Proposicao que g converge uniformemente em [a, b]. De fato, primeiramente

note que, pelo Lemal[i.d]
lim ¢z In(t) =0, Vz> 0.

t—0t

Assim, dado ¢ = 1, existe § > 0, tal que

0<t<d = |t2In(t)| <1
= t2 (2| In(t)]) <tz
= @) <tz?

= " Yn(t)e ! <t37!

Logo,
0<t<d=t""Hn(t)et <t Vz>0. (2.20)
Afirmamos que existe
t2—t t € (0,9),
h(t) =< t* Y In(t)|et, teo,1],

= tn(t)e ™, t>1,
satizfazendo as hipoteses da Proposi¢édo [1.1] Com efeito,

i. ¢ € (0,0) : De (2.20),

0<t<d = tYn(t)et <t27!, Vzela,b C(1,00),

= |fu(z,t)] <t27Y Vzea,b) C (1,00), (2.21)
pois para t proximo de zero,
tz7l < g2t
Além disso, 5
/ t51dt = 45%. (2.22)
0 2

ii. t€ld,1]: Note que,

te 0,1 = = Hin(t)e " <t Hin(t)|e™, Vz € [a,b] C (1,00)
= |f.(z,t)] <t n@)e", Vzela,b C(1,00) (2.23)

Ademais, como t*~!|In(t)|e~* é continua em [4, 1], segue que t* | In(t)|e?
é integravel em [4, 1].
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iii. t € [l,00): Veja que,

tel,o0) = t*'In(t)e™ <t"'In(t)e™, Vz€[a,b] C (1,00)
= |fu(z,t)] <" 'n(t)e™, Vzela, b C (1,00) (2.24)

Ainda, pela demonstragéo do Lema[2.3] a integral
/ " tn(t)e tdt, b>1 (2.25)
1

existe.

Portanto, de (2.21), (2.23) e (2.24), para todo z € [a, b], segue que

tz 1, t € (0,6),
(0] < h(t) =t In()]e, te[5,1],
t~tn(t)e ™, t>1.

Além disso, de (2.22), pelo argumento dado em ii. e por (2.25), concluimos que
h(t) é integravel. Ainda, h(t) > 0, t € (0,0). Isto é, pela Proposi¢éo|1.1]

mazlwﬁ@ww

converge uniformemente em [a, b]. O

O Teorema a seguir garante a diferenciabilidade da funcdo Gama de Euler e,
além disso, nos diz como é a expresséo da sua derivada de ordem 1.

Teorema 2.3 (A funcdo Gama é diferenciavel). Seja = > 0. A funcéo

['(2) :/ t*le tdt
0

é diferenciavel e -
I(2) = / In(£)—tetdt.
0
Demonstrag&o. Dividiremos a prova em dois casos: z € (0,1] e z > 1.

i. z > 1 : Desejamos utilizar o Teorema para provar este caso. Defina
[, f.:(1,00) x [0,00) — R, tais que f(z,t) =t""le "t e

In(t)t*"te™t, >0
(2, 1) =
f:z1) { 0, t=0.

Temos que, para z > 1, as fungdes f e f, séo continuas em (1, c0) x [0, c0).
Além disso, pelo Lema[2.3] a integral

wazlwﬁ@ww
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converge para todo z > 1 e pelo Lema converge uniformemente em
compactos de (1, c0) do tipo [a, b] contendo z. Ainda, sabemos do Teorema
2.1/que

['(z) :/ t*te~tdt
0

converge para todo z € (0,00). Ou seja, temos as hipoteses do Teorema
1.11], portanto I' é derivavel em [a, b] €

I'(z) = g(z), Vz € [a,b].

Ou melhor, .
I'(2) :/ In(t)t* 'e7'dt, Vz € [a,b].
0
. z2€(0,1]
Como . .
Py =ty
z
e

0<z2<1l=1<24+1<L2,

segue, pelo item anterior, que I'(z + 1) € diferenciavel. Logo, I'(z) com
z € (0,1] também é diferenciavel. Ainda, para z € (0, 1], temos

2(z+1)-T(z+1)

3 .

I'(z) = -
Note que,

Mz+1)z—-T(z+1) = z/ In(t)t*e"dt — / t*etdt
0 0

= /OO (zIn(t) — 1) t7e 'dt.

Logo,
I'(z) = é/ (zIn(t) — 1) t7e "dt. (2.26)
0
Considerando
u=(zln(t) —1)t* e dv=ec'dt, (2.27)
segue que
du = (27" + (zIn(t) — 1)2t*"1) dt
= (257 + 22 In(t)t*7t — 277 ) dt
= du = 22 In(t)t*! (2.28)
e
v=—e". (2.29)
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Entao, utilizando integracao por partes em (2.26), de (2.27), (2.28) e (2.29),

obtemos

'(z) = % ~(en(t) — Vet

+ / 2n(t)t* e ldt
0 0

= (z) = —é (zIn(t) — 1) 7!

+ / In(t)t* e tdt.
0 0

Afirmamos que
lim (zIn(t) — 1) t?e " =0

t—o00

lim (zIn(t) — 1) t?e~" = 0.

t—0t

De fato, observe que

lim (w) (tm) P i (aIn(t) — 1) e

t—o00 t et et t—o0

lim (zIn(t)t* —t*) e " = lim (zIn(t) — 1) t*e".

t—0+ t—0t

Pelo limite (2.11) e pelo Lema[1.1]

z+1 z
limz(M)Cj )—t—:().
t—00 t et et

Por outro lado, como, para z € (0, 1],

lim t* =0
t—0t+
e, pelo Lema[i.q],
lim zIn(¢)t* = 0.
t—0t
Segue que

lim (2In(t) — 1)t*e " = 0.

t—0t

Por fim, voltando para (2.30) concluimos que

I(z) = / In(t)t* e tdt.
0

I'(z2) :/ In(t)t* e tdt.
0
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Por conseguinte, pelos itens i e ii, para z > 0, a fun¢do I'(z) é diferencidvel e



2.4 Convexidade

No Teorema a seguir mostramos que a fungao Gama é convexa fazendo uso
da caracterizagdo para fungdes continuas e convexas vista na proposicao (1.6

Teorema 2.4 (A fungcdo Gama é convexa). Seja z > 0. A funcéo

['(2) :/ e tdt
0

é convexa.

Demonstracdo. Sejam z,y > 0 arbitrarios. Mostraremos que I" é convexa, utili-
zando a Proposicao[1.6] De fato, veja que, se t > 0, temos as seguintes equiva-
léncias:

z— - 2 z
(15 =) 20 & e o >0

N Gl A

& (t’”_l + ty_l) et > ot Lot

o0 o z+y
& / [t re e dt > 2/ tz leTtdt
0 0

o0 o0 o0 oty
YEN / t”—le—tdt+/ tvletdt > 2/ t=z le7ldt
0 0 0

o T(z)+T(y) > 2T (x +y)

2

=

)40 5 p(247),

Além disso, pelo Teorema|2.2]a fungdo Gama de Euler é continua. Portanto, pela
Proposigédo [1.6] ela é convexa. O

O objetivo de mostrarmos o proximo resultado € utilizarmos a Proposic¢éo
para concluirmos a convexidade estrita da fungdo Gama.

Teorema 2.5 (I é estritamente crescente). Seja z > 0. A fungéo

I'(z) = / In(t)t* e 'dt
0

é estritamente crescente.

Demonstracdo. Com efeito, sejam 0 < = < y. Note que,
1 0o
I(z) - T'(y) = / In(t)t" (1 — t¥"%)e 'dt + / In(t)t* (1 — " %)e'dt < 0
0 1

= I'(z) <T'(y),

visto que o integrando In(¢)t*~!(1 — t¥"*)e~* é negativo em (0,1) e em (1,00).
Portanto, IV é estritamente crescente. O
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Corolario 2.1 (A funcao Gama é estritamente convexa). Seja = > 0. A fungao

['(z) :/ e tdt
0

é estritamente convexa.

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.5, I é estritamente crescente. Além disso, vi-
mos no Teorema 2.3/ que T é derivavel. Logo, pela Proposigéo 1.4, segue que I'
€ estritamente convexa. O

2.5 Monotonicidade

Vistos os resultados anteriores, podemos concluir o estudo da monotonici-
dade da fungdo Gama de Euler, como segue:

Corolario 2.2 (Monotonicidade da funcdo Gama de Euler). Existe x € (1,2), tal
que:

e v > 1y = I' é crescente;
e 1 < 1y = I decrescente.

Demonstracdo. Como I' é continua e diferenciavel para todo z > 0, em particular,
I' é continua em [1,2] e diferenciavel em (1,2). Além disso, I'(1) = I'(2) = 1.
Logo, pelo Teorema[1.3|(Teorema de Rolle), existe =, € (1,2), tal que I"(zy) = 0.
Donde segue que z, € ponto critico de I". Assim, pela Proposi¢éo [1.7, z, € um
ponto de minimo absoluto de T', pois I" € estritamente convexa, pelo Corolario
2.1] Portanto, pela Proposigdo [1.8] para = > z,, I é crescente e, para z < g, I’
€ decrescente. O

3 Funcao Beta

Como a funcdo Gama de Euler, a funcédo Beta de Euler também é uma funcéao
importante da Matematica. Nesta secdo provaremos uma importante e conhe-
cida relacdo que associa essas duas fungoes.

3.1 Definicao e propriedades

Abaixo definimos a funcdo Beta de Euler, também conhecida como integral
de Euler do primeiro tipo.

Definicao 3.1 (Fungéo Beta de Euler). Considere B : (0,00) x (0,00) — R. A
fungdo Beta de Euler é definida como

B(x,y) = /0 (1—s5)"ts¥ tds. (3.1)

O préximo Teorema, provado na Subsecao 2.2 de (CARDOSO, 2022), ga-
rante que a definicdo anterior esta bem posta.
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Teorema 3.1. A Definigao[3.1] esta bem definida. Isto é, a integral

B(x,y) = /0 (1—s)"1s¥"tds (3.2)

converge para todo x,y > 0.
Demonstragcdo. Ver a Subsecao 2.2 de (CARDOSO, 2022). O

Agora veremos algumas propriedades da fungéo Beta. Essas propriedades
séo uteis para demonstrar a importante relagcéo entre a funcdo Gama e a funcao
Beta que veremos no Lema(3.1]

Propriedade 3.1. Parax,y > 0,
B(z,y) = B(z,y +1) + B(z + 1,y).

Demonstracdo. Note que,
1 1
B(z,y+1)+ Bz +1y) = / (1—5)""'s¥ds + / (1—s)*s¥"ds
0 0
1
= / (1—s)"ts¥ 1 (s+(1—s))ds
0

1

= /(1—5)$1sy1d5
0

= B(z,y)

= B(z,y) = B(z,y+ 1)+ B(z + 1,y).

Propriedade 3.2. Para x,y > 0, valem

Blz+1,y) = (l%y) Blz,y) e B(zy+1)= <xi+y) Bz, y).

Demonstracdo. Com efeito, observe que

B(z+1,y) = (#ﬂ) B(z,y) < (z+y)B(x+1,y) =aB(z,y)
& z(B(x+1,y) — B(z,y)) = —yB(x + 1,y)

Como, pela propriedade 3.1, B(x + 1,y) — B(x,y) = —B(z,y + 1), segue

Bz +1,y) = <mi—|—y> B(z,y) < z(B(x+1,y) — B(z,y)) = —yB(x + 1,vy)
& —zB(r,y+1)=—yB(x+1,y)

& zB(z,y+1)=yB(z+1,y).
Além disso, note que, considerando a substituicdo

u=sY dv = z(1 — s)*"ds
du = ys¥"'ds v=—(1-35)7,
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por integracéo por partes,
1
rB(z,y+1) = / z(1 —s)* ts¥ds
0

1 1
= —sY(1—9)" ; + y/ (1—5)*s¥"'ds
0

= 0+yB(z+1,y).

Logo, zB(z,y + 1) = yB(z + 1, y). Portanto, por equivaléncias, vale a igualdade

Bz +1,y) = (L> B(z,y).

r+y

De modo anélogo, mostra-se que

B(z,y+1) = (x +y> B(z,y).
O
Lema 3.1. Segja z,w > 0. A igualdade
- ()l (w
Blzw) = (24 w)

é valida.

Demonstragdo. Dividiremos a prova em dois casos: z,w > 1 e z € (0,1) ou
w € (0,1).

1. z,w > 1: Por definicdo da funcado Gama, temos
I'(z)I'(w) :/ ex:CZld:c/ e Yy ldy.
0 0

Defina f : [0,a] — Reg:[0,a] — Rpor f(x) =e "z e g(y) = e ¥y* 1,
respectivamente. Pelo Teorema 2.1, f e ¢g sdo integraveis. Donde segue,
pelo Teorema de Fubini, que a fungdo f - ¢ : [0, a] x [0,a] — R é integravel

/e‘xasz_ldas/ e_yyw_ldy:/ / e~ @) Lyl dy. (3.3)
0 0 o Jo

Vamos utilizar o Teorema de Mudanca de Variaveis na integral acima. Con-
sidere a transformacgéo 7'(u,v) = (x,y) do plano uv no plano xy, onde

r=w e y=u(l—-0v),

que leva uma regido S, do plano wv na regiao R, = [0,a] x [0,a| do plano
xy. Para determinar a regiao S,, note que

u=x+y € v=

Donde segue que,



Temos que S, = [0, 2a] x [0, 1] & a regido do plano uv procurada. Como 7" é
classe C' e o seu Jacobiano é nao nulo, visto que,

0(z,y) ‘ v U ’

1= —u

= —u <0, V(u,v) S (07 2(1) X (07 1)

Além disso, h(z,y) = (f - 9)(x,y) = e~ @FWa*~lyw=1 & continua sobre a
regido R,, pois z,w > 1. Portanto, segue pelo Teorema da mudanca de
variaveis para integrais duplas, que

/Oa /Oa h(z,y)dyde = /02a /01 h(z(u,v),y(u,v)) ‘ggi:z;

_ /OQG/O1 e (uv)™ [u(1 = v)]*" | = uldvdu.

dvdu

Mas por (3.3),

a a 2a 1
/ e_xxz_ldx/ e Yy dy = / / e (uv) ™ u(l — 0)]Y | — u|dvdu
0 0 o Jo

2a 1
_ / / efuu(zﬂu)flvzfl(l . U)wild’l)du
0 0

Entao, passando o limite quando a — oo na igualdade acima, por definicao
de integrais impréprias, segue que

00 oo oo 1
/ e_xxz_ldx/ e Yy ldy = / / ety 1 (1 — ) dudu.
0 0 o Jo

Utilizando o Teorema de Fubini na integral da direita,

o 1
['(z)l(w) = / e_“u(Zer)_ldu/ v 1 — )" dv.
0 0

Portanto,
I'(z2)I'(w) =T(z +w)B(z,w).

. z€(0,1) ouw € (0,1): Sabemos que,
zyzwe (0,1)=2z+1Lw+1e(1,2).
Sendo assim, pelo caso anterior, temos

Fiz+ )N (w+1)
[(z+w+2)

B4 lLwtl) = ( — (Hw)) G(é)i(zf)))' (3.4)

Bz+1L,w+1) =
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Mas, utilizando a propriedade 3.2, temos

(s Bee

- <z+<;+1>) Kzfu) B(z’w)}

- ((z + w —ftlu)(z +w)> Blz,w).

(z+w+1)(z+w)

Portanto, de (3.4) e (3.5), segue que

[(z)l(w)
['(z 4+ w)

B(z+ 1L,w+1)

= Blz+1Lw+1) = ( ) B(z,w). (3.5)

B(z,w) = , paraz € (0,1)ouw € (0,1).

4 Simbolo de Pochhaammer

Uma das aplicagcées do simbolo de Pochhammer € a sua utilizagcdo em ex-
pressdes que envolvem a n-ésima derivada de um polinbmio. Veremos nesta
secao que ele esta relacionado com a funcao Gama. Além disso, a partir dele,
definiremos a fungdo Gama nos reais negativos néo inteiros (R~\Z").

4.1 Definicao e propriedades

Abaixo vemos a definicdo do simbolo de Pochhammer. Note que ela nao
inclui os inteiros negativos.

Definicao 4.1. Sejan € N e z € R\Z~. O simbolo de Pochhammer é definido
como
(2)n=2(z4+1)---(z+n—1).

O lema a seguir relaciona o simbolo de Pochhammer e a fungdo Gama. Ele é
util para definir a funcdo Gama nos reais negativos ndo inteiros. E, consequen-
temente, é Gtil na andlise do comportamento da fungdo Gama quando z — —n®,
paran € Z*.

Lema 4.1. Para =z > 0 vale a seguinte igualdade,

['(z+n)
(2)n

Demonstragcdo. De fato, usaremos inducao sobre n. Se n = 1, por defini¢ao,
(2)1 = 2. Sendo assim, pela Propriedade [2.1] a igualdade

['(z) = Vn € N.

[(z+1)

['(z) = o
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€ valida. Agora, suponhamos, por hipétese de indugao, que a igualdade

['(z+n)
(2)n

seja valida para algum n > 1. Vamos mostrar que ela também é verdadeira para
n + 1. Com efeito, pela Propriedade [2.1]

I'(z) =

I'z4+n+1)=(z+n)'(z+n).
Assim, por hipétese de inducao,
Fz+n+1)=(z+n)l(z+n) = (z+n) ((2)I'(2))

T+n+1) T(z+n+1)
> = m, = B

poisS (2)p+1 = 2(2+1)--- (2 +n —1)(z + n). Portanto,

['(z+n)
(2)n

['(z) = Vn € N.

O

Por meio da relacdo do lema anterior, podemos definir a funcdo Gama para
z < 0,com z ¢ Z~. Antes de enunciarmos tal definicdo, note que dado = < 0,
pode-se escolher n, € N tal que z + ny > 0. Ademais, pelo Lema[4.1] temos que

I'(z + no)
[(2) = ————2,
D=0
esta bem definido. Afirmamos que
['(z 4+ ng) ['(z+n)
I'z)=———"—"=T(2) = . Vn > nyg. (4.1)
e P N 0

De fato, para n = ng, temos

I'(z + no)

['(z) = W,

por hipétese. Suponha, por hipétese de indugéo, que

I'(z+n)
['(z) = ,
(2) .
para algum n > ng (que implica z + n > 0). Dai, pela Propriedade e por
hipétese de indugao, temos

Lz+n+1) (z+n)(z+n) (24+n)(2)I(2)  (2)np1l'(2)

(2)n41 N (2)n+1 B (2)ns1 B (2)ns1

I'(z4+n+1)

R
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Por conseguinte,
'(z) = —n’ Vn > ng.

Ou seja, o0 quociente
[(z+n)

(Z)n

independe de n > —z. Portanto, a definicdo a seguir estd bem posta.

['(z) =

Definicao 4.2. Seja > < 0, com z ¢ 7~. Definimos

['(z+n)
(2)n

Note que, pela definicdo anterior, a funcdo Gama nao esta definida em Z-,
pois 0 simbolo de Pochhammer ndo esta definido em Z~. No entanto, podemos
verificar que I'(z) — #o0, quando z — —n*, paran € N.

De fato, seja n € Z,. Sabemos, pelo Teorema [2.2 que a funcdo Gama é
continua. Assim,

['(z) = , VneNcomn > —z.

r 1 r 1
lim T(z) = lm XDy trn+tl) _
z——nt z——nt (Z)n—i-l z——nt Z(Z + 1) s (Z + n)

De modo andlogo, podemos verificar que

lim I'(z) = —o0.

zZ—>—n"

5 Funcao Mittag-Leffler

A fungéo de Mittag-Leffler é definida por uma série de poténcias e € conhecida
por generalizar a fungéo exponencial. Ainda, é importante no estudo do Célculo
Fracioario, como veremos mais adiante.

5.1 Definicao e exemplos
Vejamos a definicdo da funcéo de Mittag-Leffler a dois parametros.

Definicao 5.1. A funcao de Mittag-Leffler de dois pardmetros é definida por

> k
z
Eop(2) =) ——— a,f>0.
5(2) kz:% I'(ak + B)
Quando 5 = 1, denotamos E,(z) := E,1(z).

O proximo Teorema, provado na Subsecado 4.3 de (CARDOSO, 2022), ga-
rante que a definicdo anterior estd bem definida.

Teorema 5.1. A funcdo de Mittag-Leffler definida na Defini¢do|5.1) é convergente.
Demonstragdo. Ver a Subsecgéo 4.3 de (CARDOSO, 2022). N
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Utilizando a Definigdo [5.1] seguem alguns casos particulares da fungéo de
Mittag-Leffler, dentre eles temos a funcédo exponencial, para g = a = 1:

1. E11(2) = €* : De fato,

k=0 k=0 k=0
=kt 7 21 Ll A
255 X T a2t
7=1 7=0 7=0
= E12(Z) = — (ez — 1)
et —1—z
3. Ei3(2) = De fato

R ) J 1 1 | S L7
SV o % e
= pare z z Sl ¥

:>E13(Z)—;(62—1—Z)

Epa(2%) = Zm - Zr (2k+1) +1)

k=0 k=0

o Z2k 1 0 2k+1
- Yoy = X

— (2k + 1)! z k:o (2k + 1)!



6. Fy,(—2?) = cos(z) : De fato,

6 Operadores Fracionarios

Agora, comecamos o estudo do Calculo Fracionario. Nas secdes seguintes,
enunciamos e provamos resultados do Calculo Fracionario que sao utilizados
no artigo (AREA; LOSADA; NIETO, 2016), com base em (CARDOSO, 2017-
2018). Mais precisamente, trazemos as definicdes dos operadores fracionarios
de Riemann-Liouville e de Caputo, alguns exemplos e, quando necessario, pro-
vamos alguns resultados envolvendo tais operadores.

6.1 Integral Fracionaria de Riemann-Liouville

A seguir temos a definicdo da Integral Fracionaria de Riemann-Liouville e em
seguida trazemos algumas observagdes importantes.

Definicao 6.1 (Integral Fracionaria de Riemann-Liouville). Dados um intervalo
I Cc Rcoma,b el eumafungdo f : I — R, definimos as integrais fracionarias
de Riemann-Liouville, I, e I, de ordem o € R por

(ﬁJMﬂ:Féy/@—sW*ﬂ@@7t>ma>0 (6.1)
e . b
(L-f)(t) = m/t (s —t)*f(s)ds, t<ba>0, (6.2)

onde (I% f) (t) é chamado de integral de f a direita de a e (I f) (t) é chamado
de integral de f a esquerda de b.

Vejamos algumas observagdes que envolvem a definicdo acima.

e Se a = 1, entdo a integral fracionaria de Riemann-Liouville coincide com a
integral ordinaria de Riemann, isto &,

5[ﬂwse(¢ﬂm=lv@w

e Para o = 0 convencionamos que

(Lo f) ) =ft) e (L-f) (&) =f(),

ou seja, (1%, f) = (I)- f) é o operador identidade. Essa convengao pode ser
justificada atraveés do limite, pois € possivel mostrar que 2, f — f, quando
a — 0%, para cada ¢ € [a, b], depende de "o quao boa" pode ser a f. Por
exemplo, para f € C', pode-se utilizar integragcio por partes (ver secio 2
de (SILVA, 2018-2019)).
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e A integral fracionaria de Riemann-Liouville é um operador linear, isto é,
dados f e g fungdes e ¢ uma constante arbitraria, segue que

(Lore(f +9)(1) = eI+ f)(1) + (L3 9) (D).
De fato,

Il f+0) (1) = g [ (=l +a)(s)is

1 ! a—1
= m/ (=87 efls) + egls)) ds

1 t a—1 _Sa_lc S S
=m/ﬂ“‘s> SO+ e} ¢

C

_ m/ (t — ) f(s)ds+m/a (t —s)* g(s)ds
= (I3 )t) + (I3 g)(t).

Agora, para entendermos melhor a Defini¢do [6.1], vejamos o seguinte exem-
plo.

Exemplo 6.1. Considere as fungdes poténcias
o) =(t—a)”" e ¢o(t)=(b-1)"",

com 3 > 0. Vamos mostrar que

(I§+¢1) (t) == %(t — a)a—i—,@—l

(100) () = o 0 = )77,

Demonstragdo. A priori, mostremos a igualdade envolvendo ¢,. Por (6.1)), temos

1 t —5)* s —a)’ds
o e e

Considerando a substituicdo s = a + n(t — a), obtemos ds = (¢t — a)dn, (t — s) =
(t—a)(1—n)e(s—a)=n(t—a). Assim,

(Igvé1) = (I3 (t — a)’™") =

1

I(a) / (t—a)* "1 (1 = n)* 07 (t — @) (¢t — a)dn.

(IC?+¢1) = F(Oé

Fazendo algumas manipulagdes no lado direito da igualdade acima, obtemos

(t _ a)a—i—ﬁ—l

(];X+¢1) = F(a)

1
/ (L—mn)*'n"dn.
0
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Pela Definigao [3.1] segue que

o a+B—1
(Ig+¢1) = %B(%ﬁ)-
Ainda, vimos no Lema[3.1]que
[(e)T'(8)
Logo,
r
(12-60) (1) = e (= 0",
Analogamente pode-se mostrar que
(162 (6) = - O (o — gyt

(@ +5)

6.2 Derivada Fracionaria de Riemann-Liouville

A seguir temos a definicao da derivada fracionaria de Riemann-Liouville. Mais
adiante veremos um exemplo que mostra que, diferentemente da derivada ordi-
naria, a derivada fracionarai de Riemann-Liouville de uma constante é, em geral,
nao nula.

Definicao 6.2 (Derivada Fracionaria de Riemann-Liouville). Dados um intervalo
I cRcoma,be I eumafuncdo f : I — R, definimos as derivadas fracionarias
de Riemann-Liouville, D¢, e Dy, de ordem o € R por

(Dgi f) (t) = (%)n (I f) (), t>a,a>0 (6.3)
(D f) () = (—1)" (%)" (I7=°f) (¢), t<ba>0, (6.4)

onde
n=a]+1 se a¢N e n=a se aecN

em que [a] representa o maior inteiro menor que . Além disso, (D2, f) (t) é
chamado de derivada de f & direita de a e (Dg- f) (t) é chamado de derivada de
f aesquerda de b.

Agora, veremos algumas observagdes importantes da Definicdo 6.2

e Se o = n € N*, entdo a derivada fracionaria de Riemann-Liouville coincide
com a derivada ordindria, pois

D0 = (§) @00 =10

D510 = (-1 (§) D0 = ),

visto que, convencionamos (I, f) = (I)- f) como o operador identidade.
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e A derivada e fracionaria de Riemann-Liouville € um operador linear, isto é,
dados f e g fungdes e ¢ uma constante arbitraria, segue que

(Dg+e(f +9) (1) = e(Dgr f)(t) + e(Dg+g) ().

Com efeito, como a integral fracionaria de Riemann-Liouville € um operador
linear, temos

Deli+ a0 = (§) e +a) @

— (%)n(c (1" f) () + e (I%9) (1))

- o) W () weg o
= (D)) + e(Dgeg) (D).

Agora, para compreendermos melhor a Definicéo 6.2, veremos alguns exemplos
do calculo de derivadas fracionarias de Riemann-Liouville de algumas funcoes.

Exemplo 6.2. Considere as fungdes poténcias
oi(t)=(t—a)’" e ¢ot)=(—-t)"",
com [ > 0. Mostraremos que

(D3e0n) (1) = g st @

(D5-00) () = 3 g (0= 0

Demonstragao. Primeiramente, mostremos a igualdade envolvendo a ¢,. Por
definicdo da derivada fracionaria de Riemann-Liouville, temos

(Dgsdn) (1) = (D3-(s = a)° ™) (1) = (%) (L3=(s = a)"™") (0.
Vimos que
n—a(s _ 4 B—1 _ F(ﬁ) _a n—a+pB—1
e O [URS + o (U .
Logo,

« -1 _ F(/B) d " n—a+B—1
o= ) 0= () o
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= B-—a+n-DpB-a+n—-2)--(B—a)t—a)’ !
= (B—a)t— a)ﬂ_o‘_1

_ T(B—-a+n) _ g)p-a-t
- F(ﬁ—&) (t ) )

pois, pelo Lema[4.1] temos
B _TB-—a+n),, 5.
(5= ah =" -0
Portanto,

NPV u(c) BRI
(Dils =) (0 = g gy (= '™

De forma analoga mostra-se a igualdade envolvendo a ¢,. O

O préximo exemplo mostra que a derivada fracionaria de Riemann-Liouville
de uma constante é, em geral, ndo nula.

Exemplo 6.3. Seja ¢(t) = 1. As derivadas fracionaria de Riemann-Liouville de ¢
Ss8o dadas por

(D300 = fr s @ (DR0)e) = for s

Demonstracdo. Com efeito, basta tomar 8 = 1 e a > 0 no exemplo anterior. [
Exemplo 6.4. Considere a fungdo

o(t) = (t — )’ Bup (Mt — a)")

com (3, > 0. Mostraremos que, se 5 — « > 0, entao

(D) (1) = (t — a)” ™" Eupa (At — a)").
Demonstragao. Pela Definigao5.1]

(D3 o)(t) = Dgs (Z %@_a)ﬁ1>

e (NN ks
— Da+<k2:gr(luk+ﬁ)(t a)t=t )

Pela lineariedade do operador fracionario de Riemann-Liouville e pelo Exemplo

6.2, temos
(Do) = D (Z (A U <t—a>“k+ﬁ—a—1).
k=0

C(pk + B)T(pk + 6 — )

k

Portanto, novamente pela Deflnlgao -, 5.1}, temos

(Dgv9) (t) = (t — a) "' Eupa (At — a)").
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6.3 Derivada Fracionaria de Caputo

A seguir temos a definicdo da derivada fracionaria de Caputo. Mais adiante
veremos um exemplo que mostra que, diferentemente da derivada fracionaria de
Riemann-Liouville, a derivada fracionaria de Caputo de uma constante é nula.

Definicao 6.3 (Derivada Fracionaria de Caputo). Definimos a derivada fraciona-
ria de Caputo de ordem « > 0, em um intervalo finito [a,b] C R por

(“Dgep)(t) = ( (s—a >] (t)
L k=0

_ g
Dy p)(t) = Ds( Z“’k! (b s) )]w,

onde o € a ordem de derivacdo, a,b € R e C serve apenas para distingui-la da
derivada fracionaria de Riemann-Liouville. Além disso,

3

ﬁ

n=[a]+1 se a¢N e n=a se «aecN
onde [a] representa o maior inteiro menor que «.
Abaixo seguem algumas consequéncias da defini¢cdo anterior.

e Se0<a<1,entdon = 1. Assim,

(“Dg)(t) = [Dgs (p(s) — @(a))] ()

(D)) = [Dp- (p(s) — (b)] (1);

e Se o =n € N*, entao
(“Dgo)(t) = eM(t) e (“Dy)(t) = (—1)"™ (1),

visto que

il W) (g
D)) = [ 2 (90(8)— . )<s—a>k>]<t>
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e Como a derivada fracionaria de Riemann-Liouville, a derivada de Caputo
também é um operador linear. De fato,

2 )@
(CD2c(f +9)) (t) = [Qﬁ&( (f+g)— Z f+g (a )(s—a)k>] (1)

Como (c(f +g))®(a) = (cf)*(a) + (cg)* (a), manipulando o lado direito da
ultima igualdade e usando a linearidade da derivada fracionaria de Riemann-
Liouville, chegamos que

(“Dgec(f +9)(1) = c(“Dg. )(t) + c(“ D g)(t).

Exemplo 6.5. Considere as fungées poténcias

o1(s) = (s —a)"™" e da(s) = (b—s)"",

comn—1<a<n<pepf>a.Sep>n, vamos mostrar que

r
(CD361) (0 = 5 st = 0"
e
(D5-00) () = 3 g (0= 07
Também, se 3 = n, mostraremos que
(“Dgign) () =
e

(“Dy-2) (1) = 0.

Demonstragdo. Pela Defini¢ao[6.3]

3
L
%

(s—a )] (1), (6.5)

) —
oVt = (B-1B-2)-B-K({t—a)f ", k=12 ,n—1

@Dﬁ%ﬂwle%<s—a

i
o

e Se 3 >n,temos 3 —1 > n — 1. Além disso,
f—=1>n—-1=P-1)—k>n—-1)—-k>n—-1)—(n—1)=0,

pois k < n—1Como g —k—1> 0, temos gzsg’“(a) = 0, para todo k£ =
0,1,2,--- ,n — 1. Logo, por (6.5), a derivada fracionaria de Caputo de ¢,
coincide com a derivada fracionaria de Riemann-Liouville de ¢, isto &,

(“Dgro1)(t) = (Dg (s — a)’™) (1),
Entdo, pelo Exemplo[6.2]

€Dz 01 = (g — g)pa-t,



e Sef=mn,entdo f —k—1 >0, pois £ < n — 1. Vamos dividir a prova em
doiscasos:n=1en > 1. Sen =1, temos

V(@)
(Do) = ( - <<s—a>°— 5 <s—a>°>)<t>

(D25 a)") (8) — (D (s — a)) () = 0.

0, k=0,1,2,---,n—2,
k
o1 (a) =

m—1)(n—-2)---(n—(Mn—-1)=Mn-1)!, k=n-—1.

Entdo, usando a lineariedade da derivada fracionaria de Riemann-Liouville,

cozon® = (o (-ar - B Pe- o)) @
= (Di(s—a)" ") (t) = (D (s —a)"") (t) = 0.

]

O exemplo seguinte mostra que a derivada de Caputo de uma constante é
nula.

Exemplo 6.6. Se c € uma constante, entao
(“D%.c) = 0.

Demonstraggo. De fato, tomando 3 = 2 no Exemplo e s = c+ a, temos que
p1(c+a)=((c+a)—a)=ce

(“D2¢n) (c+a) = (“D%c) = 0.
O

O lema a seguir aborda a derivada de Caputo do produto da fungéao de Mittag-
Leffler com uma funcéao poténcia.

Lema 6.1. Segjamn—1<a<n,0<j<n-—1,comn,jeNeleR. Entdo,
(“Dg+s” Ea,js1(As))(£) = M Eq j1 (ALY).

Demonstracdo. Defina ‘
U(s) = s’ Eq ji1(As%).

Aplicando a definicdo da derivada de Caputo na funcéao acima, temos

n—1 (k)
(©Dgw(s))(1) = ( ; (ws) Yo )) ()
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Pela linearidade da derivada de Riemann-Liouville,

(“D§ P (s)(t) = (D5 (s)) (t) — o (D5s") (1).

Primeiramente, note que

U(s) = s E,;1(As%)

S 5)
= SJ
mEZ:OI‘ am+]+1)

e Mg am+j
B ZFam—l—j—f—l)

m=0

Assim,

dk 0 )\msaerj
(k) -
V() dsk (mz::o T(lam+j + 1))

_ i )\m(am+j) c(am+j — (k- 1))sam+j*k'

T(am+j+1)

Lembre que,n — 1 <a<nek<n-—1. Dai,

am+j—k>n—-1m+j—(n—1)=Mn—-1)(m—-1)+].

Logo, se m > 1, entdo am + 7 — k > 0, donde segue que

am—k+j =0

s=0

S

Assim, da expresséo de ¥ (s), temos

d* s g (j—k+1)si7k
W (0) = dsk il :< ]
sk gl ls=o j!
0, k#J
&) () = )
= U (O)_{L k=

Portanto, pelo Exemplo[6.2]

n—1
) o, L o
k‘ ( o+ Sk) = ﬁD(H_ s’

k=0



Por outro lado, utilizando o Exemplo[6.4 coma =0, u =« e g =j+ 1, temos

D§y(s) = 8 Egji1-a(As?)

> )\ka
_
SZOF k—1) +]+1)

)\k a(k—-1)

B F(]—a—i-l ZF (k—1)+j+1)
Fazendo [ = k£ — 1 no somatodrio da direita,
gi—« x> )\l+1sal
DO U(s) = = sy "
- () FU—a+D+S%;HM+j+U
s AST B 1 (As®
— m + As a,j+1( S )

Substituindo o resultado encontrado acima e (6.7) em (6.6), obtemos a identidade
(O DG 87 Ba g1 (As™)(£) = A By i1 (M),

]

7 Estudo do artigo: Uma nota sobre a equacao de Logistica Fracionaria

A equacgéo de logistica fracionaria € uma equacao nao linear bastante conhe-
cida no caso classico. No artigo (AREA; LOSADA; NIETO, [2016) € utilizada a
derivada fracionaria de Caputo na equacgao de logistica.

O objetivo desse artigo € mostrar, por meio de uma prova por absurdo, que a
solucao proposta no artigo (WEST), |2015) para a equacao de logistica fracionaria
ndo € uma solugdo exata para tal equacdo. Para alcancar esse objetivo, os
autores utilizam resultados do Calculo Fracionario vistos e provados nas se¢des
anteriores.

7.1 Equacao de Logistica Ordinaria

A equacao de logistica ordinaria € uma equacao nao linear muito utilizada em
problemas de Biologia, por exemplo, problemas envolvendo crescimento popula-
cional. Além disso, ela admite solugéo explicita obtida pelo método de separacao
de variaveis.

Definicao 7.1. A equacéao de logistica ordinaria é definida por
u'(t) = ku(t)(1 —u(t)), t>0. (7.1)

A solucédo para a equacéo (/.1) € dada por

u(t) =

Uo
up + (1 — ug)ekt’

t>0, (7.2)
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onde u(0) = uy. De fato, podemos obter essa solu¢do utilizando o método de
separacao de variaveis, como veremos a seguir. Manipulando a equacao (7.1) e

integrando, obtemos
1 1
/(—+ )du=/k‘dt+cl
U 1—u

’:kt—{—cl.

l u
:> n
1

Aplicando a fungdo exponencial na igualdade acima, obtemos

U
= +efelt,

1—u

Denotando ¢ = 4,
Y = Cekt
1—u

Utilizando a condigéo inicial «(0) = wug na igualdade acima, encontramos que

c= . Assim,
—
U U,
= 0 ekt
1—u 1 —wug

Agora basta isolarmos u na igualdade acima,

kt

" — Upe _ U
© (1 —ug) +upekt  ug + (1 — ugp)ekt’
Portanto, "
ult) = up + (1 —Ou())e—kt’ t20.
Note que, se uuoen,lt < 1, a funcdo acima € a soma da seguinte série

u(t) = f: K““u; 1)n El(—nk:t)] | (7.3)

n=0
onde E,(—nkt) := e ", De fato,

Uo upe”t 1

t = = = .
U( ) Ug + (1 — Uo)e_kt erkt — (UO — 1) 1— uo—1

wpekt

Mas se uﬂfﬂ% < 1, a utima igualdade é a soma de uma série geométrica. Ou
seja,
Ug — 1
t) = =
U( ) uoekt Z ( qukt )
Logo,
() [ Eem)
u(t) = e = Ei(—nkt)| .
<>;(UO) > |(*) mm
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7.2 Equacao de Logistica Fracionaria

Abaixo enunciamos a definicao da Equacao de logistica fracionaria, utilizando
a derivada fracionaria de Caputo.

Definicao 7.2. A equacéao de logistica fracionaria é definida por
CDu(t) = k*u(t)(1 —u(t)), t>0, 0<a<l. (7.4)

O artigo (WEST] 2015), motivado pelo célculo de (7.3), sugere que

u(t) = i K“O — 1)n Ea(—nkato‘)} , >0 (7.5)

n=0 Yo

pode ser uma solugéo de (7.4).

Agora, mostraremos uma sequéncia de resultados para demonstrar, por meio
de uma prova por absurdo, que ndo é uma solugdo de (7.4). Além da
exposicao dos resultados de (AREA; LOSADA; NIETO, [2016), as suas provas
foram detalhadas e analisadas. No caso da Proposicdo 2.3, a sua demonstragcao
foi corrigida e no caso do Lema 2.1 trouxemos uma breve discussédo sobre uma
etapa de sua demonstracgéao.

O Lema e as Proposicoes a seguir sao referentes ao Lema 2.1, a Proposicao
2.2 e a Proposicao 2.3 de (AREA; LOSADA; NIETO, 2016), respectivamente.

Lema 7.1. Se a fungdo dada por (7.4) é uma solugdo exata da equagdo de
logistica fraciondria (7.1) de ordem «; 0 < o < 1, entdo para todon € NU {0}
temos que

(n+1)E,(—nk®s®) ZE (n — j)kt®) Eo(— k). (7.6)

Discussao da demonstragéo.

Seja

u) =3 K“Ou; 1>nEa(—nkat°‘)} |

n=0
Fazendon' =1, j = 0 e A = —nk® no Lemal6.1] temos

¢ pe [i (“Ou; 1>nEa(—nk°‘sa)] (t) = —kai (“‘)u; 1)n nEy(—nkt®). (7.7)

n=0 n=0
Além disso,
w1 —u) = Y (“01; 1) B (—nket?) (1 = (“Ou; 1) Ea(—nkata)> |
n=0 n=0
Definindo




e lembrando que, pela definicdo vista em|1.1]

n=0 j=0
temos o o n
w1 =) = Y an—Y_ Y ajan
n=0 n=0 j=0
= Z <an — Zajan_J) .
n=0 7=0
Mas
- - u_lj R AT up — 1 " N\ 7.0 400
Zajan_j = ( 0 > E.(—jk%t )( 0 ) E.(—(n— 7)k“t)
j=0 =0 10 o
. Uy — 1 " ago apo
= Eo(=jk*t%)Ea(—(n — j)k"t*)
Ug
7=0
Logo,

u(@)(1 = u(t)) =

Z(“0—1>"<Ea<_nma>— Ea<—jkat“>Ea<—(n—j>kat“>>- (7.8)

u
n=0 0 =0

Como, por hipétese, u(t) é solugao de (7.4), substituindo (7.7) e (7.8) em (7.4),
obtemos

aoo up — 1\" g
—k Z( Ouo > nE,(—nk“t") =

n=0

ka§5<“i;1>n(ﬂgpqmﬂf)—

n=0

n

Eo(—jk“t*)Eq(—(n — j)k%“))
j=0
Neste ponto, o artigo afirma que da igualdade acima, pode-se concluir que
(n + 1) Eq(—nk*t®) §:E (n — J)kt) By (— k).
Mas, em geral, essa conclusdo ndo € valida, por exemplo,
2 72 2 =1 2
—_ — e - =
25 5 ¢ Lw

s&o séries com soma iguais e termos gerais distintos.
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Esse resultado seria verdadeiro se pudéssemos aplicar os teoremas de igual-
dades de séries de poténcias. No entanto, para usa-los, deve-se supor que a
igualdade vale, para todo u, em algum intervalo. Porém, a condig&o inicial esta
fixa e isso nos da a igualdade de uma série numérica, onde a implicagao nao
vale. De fato, se, por exemplo, tomamos u, = 2 € as sequéncias (a,)nen € (b )nen
dadas por agp = 1,a1 = 2,by = 2,0, =0, e a, = b, = 1, paran > 2. Entao

> () =2 () e ()

Ou seja, a implicacao

f: (uou— 1)nan _ i (Uou— 1)nbn —a =b,.
0 0

falha. Visto que, a primeira igualdade vale sem que a segunda seja verdadeira.
Uma solugéo é considerar uy — u(ug,t), dada pela série (7.5), analitica na
primeira variavel em um intervalo J em (1, 00). Desse modo, estariamos consi-
derando uy > 1 como uma variavel. Assim, ao invés de supor, por contradicao,
que para uy, condi¢do inicial fixa, é solugdo de (7.4), supomos, por contra-
digdo, que para todo v, variando em J, é solucéo de (7.4). Considerando
0 comentario acima e que os resultados seguintes do artigo estdo corretos ou
foram corrigidos por nés, o seu resultado principal fica da seguinte maneira.

Teorema 7.1. Dado v, > 1, considere um intervalo J C (1, c0), contendo u,, para
o qual a aplicagao uy — u(ug,t), dada pela série (7.5), é analitica na primeira
variavel. Entdo, nem toda solugdo de com condi¢&o inicial em J é da forma
(7.5). Ou seja, existe u, € J, tal que nédo é solugao de com condigdo
inicial em .

Talvez poderiamos concluir do resultado acima que
"toda solucéao de (7.4) com condi¢ao inicial em J ndo é da forma (7.5)".

Para prova-lo, pensamos no seguinte raciocinio, ainda sem conclusdo. Suponha,
por contradigdo, que existe ug € J, tal que (7.4) com condig&o inicial em u & da
forma (7.5). Defina o conjunto

J' = {uy > 1/(7.5) ndo é solugéo de (7.4) com condigao inicial em g} .

Afirmamos que J’ € denso em J. De fato, dado v; > 1 em J, existe J,, C (1,00),
contendo wy, para o qual u; — u(ugy,t), dada pela série (7.5), é analitica na
primeira varidvel mas, existe i, € J,/, tal que (7.5) ndo é solugéo de (7.4) com
condi¢&o inicial em %, ou seja, uy € J'. De outra forma, dado u; € J, existe uma
vizinhanga J,, de uj tal que J,; NJ' # (). Assim, mostramos o seguinte resultado.

Teorema 7.2. O conjunto das condigbes iniciais
J' = {uy > 1/(7.5) néo é solugao de (7.4) com condig¢ao inicial em i}

é denso em (1, o).
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A proxima Proposicao € referente a Proposicao 2.2 de (AREA; LOSADA; NI-
ETO, 2016).

Proposicao 7.1. Nas hipdteses do Lema|7.1], temos
Eo(—2k%t") = E (—k*“t*)Eo(—k*t%). (7.9)
Demonstragéo. Fazendo n = 2 em (7.6), obtemos

M-

<
Il
o

SEL(—2k%) = S By (= (2 — §)kt®) By (—jkot%)

= Eo(—2k%t*) - 1+ E,(—k°t*)E,(k*tY) 4+ 1 - E,(—2k*t%)

= 2B, (—2k"t%) + Eo(—kot®) Ba(kt%)
= B (—2Kk1%) = Bo(— k%) Eo(—kot%).
OJ

Na Proposicao 2.3 de (AREA; LOSADA; NIETO, 2016), detectamos que houve
uma falha em sua demonstracao. Mais precisamente, esse equivoco esta na se-
guinte afirmagéo: se 0 < a < 1, entédo

AT (o +1)* > 4T(1)* = 4.

Tendo em vista que,
ae(0,)=1l<a+l<2.

Além disso, pelo Corolario 2.2} existe =y € (1,2), tal que I" é crescente a direita
de x, e descrescente a esquerda de zy. Assim,

zo € (l,a+1),20 € (a+1,2)0uzg=a+1¢€ (1,2).

Donde segue que,

e e(l,a+1): o 1€ (av+1,2): o yp=a+1e(1,2):
To<a+1<2 l<a+1<ax a+1<2 or-
= Ia+1)<TI'(2) = I'l)>T(a+1) = IDa+1)<I(2)
= TI(la+1)<1 = TI(a+1)<1 = INa+1)<1
tanto, dos itens acima podemos concluir que
Lla+1)<1=4T(a+1)* < 4, (7.10)

com a desigualdade invertida, comparando com o que é apresentado em (AREA;
LOSADA; NIETO, 2016). Corrigimos essa demonstragcao utilizando as Proprie-
dades [2.1]e|3.2|das fungbes Gama e Beta, respectivamente. Para tal finalidade,
percebemos que, se 0 < a < 1 e aigualdade

I'2a+1) 1

AT(a+1)2 2

é vélida, entdo aB(«a,a) = 1. Uma contradicdo, uma vez que, para « € (0, 1),
temos que aB(a, o) > 1.
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Proposicéo 7.2. A identidade (7.9) da proposigao|7.1) é vélida se e somente se
a=1.

Demonstragao. Pela Definigdo[5.1]
— (—2kote)
—2k“t°) = — > 0. 7.11
B (—2k2t%) ZF t>0 (7.11)

Por outro lado,

Eo(—kt®) Ey(—kt®) = (Z %) ( %) (7.12)

Ainda, segue da Defini¢do [1.1]que

n

Bo(—kt®) By (—k*t®) = i F(

n=0 j

e A
(aj + 1) T((n —jla+1)

L e (—kot®)
=2 — T(aj + DI ((n — j)a+1)

= L\ - 1

_ ;%(—k £) ; Moy £ DT((n =)o+ 1)
= apa\N . 2_n

— ;(—2/{3 t*) ]z; I'(aj+D)I((n—ja+1)

Entao, podemos reescrever (7.12) como

Eo(—k*t*)Ey(—k*t*) = i(—%“ta)”bn (7.13)
n=0
onde
b= 2"
" g [(aj+DI0((n—ja+1)

Sendo assim, de (7.11) e (7.13), segue que

(7.14)

Eo(=2k%t%) = Eo(—kt%) B, (— k%) @Z< 2K717) = (—2k"t*)"b,, (7.15)
n— n=0

com b, dado em (7.14).
Vamos mostrar que

oo o0

Z szafln D (=2k1%) b, < a =1

n= n=0

e concluiremos que a identidade (7.9) da proposicdo ¢ vélida se e somente
se a = 1. Com efeito,
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(=) Suponhamos que

N o
Zom = (=2k°t*)"b,,

n=0

com b, dado em (7.14). Entao, por igualdade de séries de poténcias, os
coeficientes das séries acima devem ser iguais, isto &,

1

L
I'(na+ 1)

(7.16)

Em particular, para o caso n = 2, devemos ter que

1

by = —— .
T T(2a+1)

Observando que,

1 1

22 ; T(aj+ DI((2 = j)a+1)

1 1 1
(F(l)F(2a D) TlatT(atD) TRat 1)r(1))

o |

1 2 .1
4 \IF'2a+1) T(a+1)2)’
obtemos

1 2 1 1
4 (F(Qa 1) T+ 1)2> T T(2a+1)
F2a+1) 1
T (ar? 2

Afirmamos que se a igualdade (7.17) é vélida entdo o = 1. Com efeito, de
(7.17), temos as seguintes equivaléncias,

(7.17)

['2a+1) 1 2al'(2a) 1
AM(a+1)2 2 4ol (a)D(a+1) 2
['(2cr)

F(a)l(a+1)
< I'a) =T(a)l(a+1). (7.18)

Suponha que I'(2a) = T'(a)T'(a+ 1) e a € (0,1). Note que, pelas proprieda-
des[2.1]e[3.2]das funcdes Gama e Beta, respectivamente, temos

IFa)MNa+1) = TI'2a+1)B(a,a+1)

= 2al'(2a) <%B(a, a))

= ol'(2a)B(a, ).
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Logo, de (7.18), chegamos que
aB(a,a) = 1. (7.19)
No entanto, aB(a, ) > 1. De fato, veja que

I<a<l=-1<a—1<0

I<s<l=—-1<—-s<0=0<1-s<1

Ainda,
—1l<a—-1<0 e 0O<l-s<1

= (1-5)*1t>(1-5)"=1
Dai, como s*~! > 0, temos
as® M1 —5)* ! > as*
Logo,
1 1
aB(a,a) = a/ 5271 — 5)* tds > a/ s lds = 1.
0 0
= aB(o,a) > 1.

Contradigao! Pois, por (7.19), aB(a, «) = 1. Portanto, se a identidade (7.9)
é valida, entdo oo = 1.

Supondo « = 1, vamos mostrar que
Eo(—2k%tY) = E (—k“t*)Eo(—k“t%).

Vimos que, para a = 1, a funcdo de Mittag-Leffler coincide com a fungéo
exponencial. Assim,

et = eTMeTkt o [ (—2kt) = By (—kt)Ey(—kt).
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